
PRVO PROBNO TAKMIQEǋE
nedeǉa, 22. decembar 2002.

Vreme za rad 240 minuta.
Zadaci vrede 8, 9, 6 + 7, 12 poena.

1. Na�i sve parove (a, b) prirodnih brojeva takvih da je
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ceo broj.

2. Neka su H1 i H2 podno�ja normala iz ortocentra H trougla
ABC na simetrale unutraxǌeg i spoǉaxǌeg ugla kod temena
C, a C1 sredixte stranice AB. Dokazati da su taqke H1,H2 i
C1 kolinearne.

3. Da li je mogu�e razlo�iti trougao na konaqan broj konvek-
snih a) petouglova; b) xestouglova?

4. Niz (an) zadat je uslovima a1 = 1, a2 = 2, a3 = 24 i za n > 4
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Dokazati da je an deǉivo sa n! za sve n ∈ N.



DRUGO PROBNO TAKMIQEǋE
utorak, 29. april 2003.

Vreme za rad 240 minuta.
Zadaci vrede 8, 10, 12, 12 poena.

1. Neka je l tangenta u taqki M kruga k sa preqnikom MN . Na
du�i MN je data taqka A. Proizvoǉan krug sa centrom na l
seqe l u taqkama C i D. Neka prave NC i ND seku krug k redom
u taqkama P i Q. Dokazati da prava PQ prolazi kroz fiksnu
taqku.

2. Dato je n + 1 razliqitih troqlanih podskupova skupa
{1, 2, . . . , n}. Dokazati da me�u ǌima postoje dva qiji je pre-
sek jednoqlan.

3. Neka je S0 konaqan skup prirodnih brojeva. Definixi-
mo skupove S1, S2, . . . , Sn, . . . na slede�i naqin: prirodni broj
a pripada skupu Sn+1 ako i samo ako taqno jedan od brojeva a i
a− 1 pripada skupu Sn. Dokazati da postoji beskonaqno mnogo
prirodnih brojeva N sa svojstvom da je

SN = S0 ∪ {a + N | a ∈ S0}.

4. Neka su x1, x2, . . . , xn pozitivni realni brojevi takvi da je
x1 + x2 + . . . + xn = 1. Dokazati da je
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TRE�E PROBNO TAKMIQEǋE
qetvrtak, 22. maj 2003.

Vreme za rad 270 minuta.
Svaki zadatak vredi 10 poena.

1. Neka su a, b, c, d ∈ [0, 1]. Dokazati nejednakost
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2. Neka je q prost broj i M skup svih n × n matrica sa ele-
mentima iz skupa {0, 1, 2, . . . , q − 1}. Koliko matrica iz M ima
determinantu koja nije deǉiva sa q?

3. Da li je mogu�e tablu 8 × 8 popuniti brojevima 1, 2, . . . , 64
(svaki broj se pojavǉuje jednom) tako da je zbir brojeva u svakoj
figuri F deǉiv sa 4?
a) figura F je ;

b) figura F je jedna od , .

4. Neka funkcija f : Q → [0,+∞) zadovoǉava slede�e uslove:
1◦ f(x · y) = f(x) · f(y) (∀x, y ∈ Q);
2◦ f(x) 6 1 ⇒ f(x + 1) ≤ 1 (∀x ∈ Q);
3◦ f( 2003

2002 ) = 2.
Na�i sve mogu�e vrednosti za f( 2004

2003 ).



QETVRTO PROBNO TAKMIQEǋE

Vreme za rad 2× 270 minuta.
Svaki zadatak vredi 7 poena.

Prvi dan
petak, 13. jun 2003.

1. Neka je n prirodan broj. Podskup A skupa {1, 2, . . . , n} zovemo
ḡenerixu�im ako je

{|x− y| : x, y ∈ A} = {0, 1, 2, . . . , n− 1}.

(a) Dokazati da postoji generixu�i podskup sa najvixe [2
√

n]+
1 elemenata.

(b) Da li za svako n postoji generixu�i podskup sa najvixe
[
√

2n] + 2003 elemenata?

2. Neka je ABCD konveksan qetvorougao takav da AB nije
paralelno sa CD. Krug k1 prolazi kroz A i B i dodiruje
pravu CD u P , a krug k2 prolazi kroz C i D i dodiruje AB
u Q. Dokazati da zajedniqka tetiva krugova k1 i k2 polovi PQ
ako i samo ako je AD paralelno sa BC.

3. Pretpostavimo da prirodni brojevi m i n zadovoǉavaju

ϕ(5m − 1) = 5n − 1,

gde ϕ(x) oznaqava broj prirodnih brojeva maǌih od x i uzajamno
prostih sa x. Dokazati da je tada NZD(m,n) > 1.

Drugi dan
subota, 14. jun 2003.

4. Pretpostavimo da su A1, A2, . . . , An taqke u ravni i da je
svakoj od ǌih pridru�en realan broj λi tako da je za svako i, j,
i 6= j, AiAj =

√
λi + λj . Dokazati da je n 6 4, i da, ako je n = 4,
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5. Neka su P (x) i Q(x) polinomi sa realnim koeficijentima,
pri qemu svaki od ǌih ima bar po jednu realnu nulu. Ako ovi
polinomi zadovoǉavaju

P (1 + x + Q(x)2) = Q(1 + x + P (x)2)

za sve x, dokazati da je P ≡ Q.

6. Na�i sve prirodne brojeve n, za koje se tablica n× n mo�e
popuniti brojevima −1, 0, 1 tako da su svih 2n zbirova po vrsta-
ma i kolonama tablice razliqiti.


