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Inverzija sa centrom O i polupreqnikom r je preslikavaǌe ψO,r : E2\{O} → E2\{O} koje
taqki X 6= O pridru�uje taqku X∗ takvu da: X∗ pripada polupravoj OX, i OX ·OX∗ = r2.

Inverzija je involucija, to jest ψO,r ◦ ψO,r je identiqko preslikavaǌe.
Fiksne taqke pri inverziji su taqke kruga k(O, r), dok se taqke u unutraxǌosti kruga

slikaju u taqke izvan kruga, a taqke iz spoǉaxǌosti u taqke u unutraxǌosti kruga.
Neka su A∗ i B∗ slike taqaka A i B pri inverziji ψO,r. Poxto je ∠AOB = ∠B∗OA∗ i

OA
OB = OB∗

OA∗ , trouglovi AOB i B∗OA∗ su sliqni, dakle A∗B∗ = OA∗

OB ·AB, odnosno

A∗B∗ =
r2

OA ·OB
·AB =

OA∗ ·OB∗

r2
·AB. (1)

Iz iste sliqnosti dobijamo i formulu

∠OA∗B∗ = ∠OBA. (2)

Prave i krugovi se pri inverziji slikaju u prave i krugove, i to: prava se slika u
pravu ako i samo ako sadr�i centar inverzije, inaqe se slika u krug; krug se slika u
pravu ako i samo ako sadr�i centar inverzije, inaqe se slika u krug.

Napomena: Ako se krug k pri inverziji ψ preslikava u krug k∗, to ne znaqi da se ǌegov
centar pri istoj inverziji preslikava u centar kruga k∗!

Krug l se pri inverziji ψO,r preslikava u sebe ako i samo ako je normalan na krug
k(O, r) u odnosu na koji se vrxi inverzija, ili ako je l = k(O, r).

Inverzija je konformno preslikavaǌe - quva uglove izme�u pravih ili krugova (i
opxtije, izme�u bilo koje dve krive linije).

Ako se krug k pri inverziji ψ sa centrom u O preslikava u krug k∗, onda postoji
homotetija sa centrom u O koja preslikava krug k u krug k∗.

1. Data su qetiri kruga tako da svaki dodiruje taqno dva data kruga. Dokazati da se
qetiri dodirne taqke nalaze na jednoj pravoj ili krugu.

2. Dati su krugovi k1, k2, k3, k4. Neka se k1 i k2 seku u A1 i A2, k2 i k3 u B1 i B2, k3 i
k4 u C1 i C2, k4 i k1 u D1 i D2. Dokazati da, ako taqke A1, B1, C1, D1 le�e na jednom
krugu ili pravoj, onda i taqke A2, B2, C2, D2 le�e na jednom krugu ili pravoj.

3. Odrediti geometrijsko mesto taqaka dodira parova krugova koji dodiruju strane
datog ugla u datim taqkama A i B.

4. Dva kruga, Γ1 i Γ2, koji se seku u taqki A, dodiruju krug (ili pravu) S1 u taqkama B1

i C1,a krug (ili pravu) S2 u taqkama B2 i C2, pri qemu je dodir u B2 i C2 isti kao
u B1 i C1. Dokazati da se krugovi opisani oko trouglova AB1C1 i AB2C2 dodiruju.

5. Taqke A, B, C le�e na jednoj pravoj, a taqka P ne pripada toj pravoj. Dokazati
da taqka P i centri kru�nica opisanih oko trouglova ABP , BCP i CAP le�e na
jednoj kru�nici.

6. Dokazati da Ojlerov krug trougla ABC dodiruje upisani i pripisane krugove ovog
trougla.
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7. (Ptolomejeva nejednakost) Dokazati da za proizvoǉne taqke A, B, C, D u ravni va�i

AB · CD +AD ·BC ≥ AC ·BD.

Dokazati da jednakost va�i ako i samo ako taqke A, B, C, D sve pripadaju istom
krugu ili pravoj, pri qemu par taqaka A, C deli par B, D.

8. Neka je ABC trougao sa poluobimom s. Odaberimo taqke D i E na pravoj AB za koje
je CD = CE = s. Dokazati da krug opisan oko CDE dodiruje spoǉa pripisan krug
kod strane AB trougla ABC.

9. Na du�i AC data je taqka B i nad du�ima AB, AC, BC kao preqnicima konstruisani
su polukrugovi ω, ω1, ω2 sa iste strane prave AB. Konstruiximo niz krugova na
slede�i naqin: krug k1 dodiruje ω, ω1, ω2, a krug kn, za n ≥ 2, dodiruje krugove ω,
ω1, kn−1. Ako je rn polupreqnik kruga kn, a dn rastojaǌe centra kruga kn od prave
AB, dokazati da za svako n va�i

dn = 2nrn.

10. Dat je trougao ABC i u ǌegovoj unutraxǌosti taqka M takva da je

∠AMC − ∠ABC = ∠AMB − ∠ACB.

Dokazati da je BM/MC = BA/AC.

11. (IMO1997.predlog) Neka je A1A2A3 nejednakokraki trougao sa centrom upisanog
kruga u I. Neka je Ci, i = 1, 2, 3, maǌi krug kroz I tangentan na AiAi+1 i AiAi+2

(sabiraǌe indeksa se vrxi po modulu 3). Neka je Bi, i = 1, 2, 3, druga taqka preseka
Ci+1 i Ci+2. Dokazati da su centri opisanih krugova trouglova A1B1I, A2B2I, A3B3I
kolinearni.

12. U trouglu ABC koji nije jednakostraniqan, upisani krug dodiruje BC, CA, AB u
taqkama M , N , P . Dokazati da su centri opisanog i upisanog kruga trougla ABC
i ortocentar trougla MNP kolinearni.

13. Na du�i AB uzeta je taqka C. Nad AB i AC su konstruisani polukrugovi k, l sa
iste strane prave AB, i krug ω koji dodiruje krug l u taqki T , krug k i normalu
povuqenu u C na AB. Dokazati da je BT tangenta na l.
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1. Oznaqimo date krugove sa k1, k2, k3, k4, a ǌihove dodirne taqke sa A = k1 ∩ k2,
B = k2 ∩ k3, C = k3 ∩ k4, D = k4 ∩ k1. Inverzijom sa centrom u A, krugovi k1 i k2 se
slikaju u prave k∗1 i k∗2. Poxto k1 i k2 nemaju drugu preseqnu taqku osim A, prave
k∗1 i k∗2 su disjunktne, odnosno paralelne. Krugovi k∗3 i k∗4 se dodiruju u taqki C∗.
Ako sa S3 i S4 oznaqimo centre krugova k∗3 i k∗4, vidimo da je ∠D∗S∗4C

∗ = ∠B∗S∗3C
∗

i D∗S∗4 = C∗S∗4 , B
∗S∗3 = C∗S∗3 , dakle trouglovi C∗D∗S∗4 i C∗B∗S∗3 su sliqni, odakle

lako zakǉuqujemo da su B∗, C∗, D∗ kolinearne taqke, odnosno (ponovnom primenom
inverzije) A, B, C, D le�e na istom krugu/pravoj, zavisno od toga da li taqka A∗

pripada pravoj na kojoj le�e B∗, C∗, D∗. �

2. Primenimo inverziju sa centrom u A. Krugovi k1 i k4 se slikaju u prave k∗1 i k∗4, koje
se seku u taqki A∗1 = k∗1 ∩ k∗4. Krugovi k2 i k3 se slikaju u krugove k∗2 i k∗3. prava k∗1 i
krug k∗2 se seku u taqkama B∗ i B∗

1 , krug k∗2 i krug k∗3 u taqkama C∗ i C∗
1 , a krug k∗3 i

prava k∗4 u taqkama D∗ i D∗
1. Tvr�eǌe zadatka, iskazano u inverzivnoj slici, glasi

da su taqke B∗, C∗, D∗ kolinearne ako i samo ako su taqke A∗1, B
∗
1 , C

∗
1 , D

∗
1 na istom

krugu. Taqke B∗, C∗, D∗ su kolinearne ako i samo ako je ∠B∗C∗C∗
1 +∠D∗C∗C∗

1 = 180◦,
a A∗1, B

∗
1 , C

∗
1 , D

∗
1 su na istom krugu ako i samo ako je ∠A∗1B

∗
1C

∗
1 + ∠A∗1D

∗
1C

∗
1 = 180◦.

Ali ∠B∗C∗C∗
1 = 180◦ −∠B∗B∗

1C
∗
1 = ∠A∗1B

∗
1C

∗
1 , i analogno ∠D∗C∗C∗

1 = ∠C∗
1D

∗
1A

∗
1, pa su

gorǌi uslovi me�usobno ekvivalentni. �

3. Tra�eno geometrijsko mesto taqaka je unija dva kruga, k(A,B,M) i k(A,B,N), gde
su M i N taqke prave BS takve da MS = NS = AS, a S je teme ugla.

Dokaz: Primenom inverzije sa centrom u A, dobijamo slede�i zadatak: Date su tri
nekolinearne taqke A∗, B∗ i S∗. Krug odre�en tim trima taqkama oznaqimo sa b∗, a
pravu A∗S∗ oznaqimo sa a∗. Odrediti geometrijsko mesto taqaka dobijenih u preseku
krugova l∗ i pravih k∗, ako je k∗ ‖ a∗ i k∗ je tangenta kruga l∗. Sada direktno vidimo
da je ovo geometrijsko mesto taqaka unija pravih B∗M∗ i B∗N∗, gde su M∗ i N∗

taqke kruga b∗ koje se nalaze na jednakoj udaǉenosti od A∗ i S∗. �

4. Primenimo inverziju sa centrom u A: krugovi Γ1 i Γ2 se preslikavaju u prave Γ∗1 i
Γ∗2 koje se seku u taqki A∗2 (gde je A2 druga taqka preseka krugova Γ1 i Γ2). Poxto
krugovi S∗1 , S

∗
2 dodiruju prave Γ∗1, Γ∗2, i iz uslova datih o dodirima krugova Γi i Sj,

zakǉuqujemo da su krugovi S∗1 , S
∗
2 upisani u isti ugao odre�en pravama Γ∗1 i Γ∗2. Zato

su homotetiqni u odnosu na A∗2, pa je i B∗
1C

∗
1 ‖ B∗

2C
∗
2 . Sada vidimo da se krugovi

AB1C1 i AB2C2 dodiruju u taqki A, jer kada bi imali jox jednu preseqnu taqku M ,
prave B∗

1C
∗
1 i B∗

2C
∗
2 bi se sekle u taqki M∗. �

5. Neka su C1, A1, B1 taqke dijametralno suprotne taqki P u krugovima PAB, PBC,
PCA. Homotetijom sa centrom u P i koeficijentom 2 uoqavamo da je dovoǉno da
doka�emo da su taqke P , A1, B1, C1 kocikliqne. Inverzijom sa centrom u P , taqke
A, B, C se preslikavaju u taqke A∗, B∗, C∗, takve da su P , A∗, B∗, C∗ kocikliqne.
Poxto je ∠B∗A∗1P = ∠A1BP = 90◦, taqka A∗1 je podno�je normale iz P na pravu B∗C∗.
Analogno, taqke B∗

1 , C
∗
1 su podno�ja normala iz P na prave C∗A∗, A∗B∗. Treba

dokazati da su A∗1, B
∗
1 , C

∗
1 kolinearne. Ali one upravo odre�uju Simsonovu pravu

taqke P u odnosu na trougao A∗B∗C∗, jer P pripada krugu opisanom oko trougla
A∗B∗C∗! �
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6. Doka�imo da Ojlerov krug dodiruje upisani krug k i pripisani krug ka pripisan
naspram temena A. Oznaqimo sa A1, B1, C1 sredixta stranica BC, CA, AB. Neka
su B2 i C2 taqke simetriqne taqkama B i C u odnosu na unutraxǌu simetralu
ugla ∠BAC (dakle, prava B2C2 je druga zajedniqka unutraxǌa tangenta krugova k
i ka), P i Q dodirne taqke krugova k i ka sa du�i BC, a D i E preseqne taqke
pravih A1B1 i A1C1 sa pravom B2C2. Prema velikom zadatku, A1 je sredixte du�i
PQ, i A1P = A1Q = |b − c|/2. Pri inverziji sa centrom u A1 i polupreqnikom
A1P , krugovi k i ka �e se preslikati u sebe. Ojlerov krug sadr�i taqku A1 koja
je centar inverzije, pa �e se preslikati u pravu, i preostaje da doka�emo da je ta
prava zajedniqka tangenta krugova k i ka.

Dokaza�emo da se pri navedenoj inverziji taqke B1 i C1 preslikavaju u D i E.
Uoqimo taqku K, sredixte du�i CC2. Taqka K pripada pravoj A1B1, i A1K =
BC2/2 = |b − c|/2 = A1P . Zatim, A1D : A1K = BC2 : BA = A1K : A1B1, to jest
A1D ·A1B1 = A1K

2 = A1P
2. Analogno se dokazuje da je A1E ·A1C1 = A1P

2. �

7. Primenimo inverziju sa centrom u A. Pomo�u formule (1) Ptolomejeva nejednakost
se transformixe u nejednakost

r2

AB∗ ·
r2

AC∗ ·AD∗ · C
∗D∗ +

r2

AD∗ ·
r2

AB∗ ·AC∗ ·B
∗C∗ ≥ r2

AC∗ ·
r2

AB∗ ·AD∗ ·B
∗D∗,

odnosno, posle sre�ivaǌa, u

B∗C∗ + C∗D∗ ≥ B∗D∗.

Ovo je nejednakost trougla, te preostaje samo da razmotrimo sluqajeve jednakosti.
Jednakost va�i ako i samo ako su B∗, C∗, D∗ kolinearne taqke takve da je C∗ izme�u
B∗ i D∗. Iskazuju�i taj uslov u terminima polaznih taqaka A, B, C, D, dobijamo
upravo uslov koji je naveden u tvr�eǌu zadatka. �

8. Inverzija ψC,s ostavǉa fiksiranim taqke D i E, pa je slika kruga CDE prava DE.
Oznaqimo sa P i Q dodirne taqke pravih AC i BC sa pripisanim krugom kC trougla
ABC naspram temena C. Prema velikom zadatku, CP = CQ = s, pa su i taqke P i Q
fiksne, odnosno pripisani krug naspram temena C je ortogonalan na krug inverzije,
pa i on ostaje nepokretan. Ostaje da se primeti da prava DE dodiruje krug kC , pa
se i ǌihove slike u inverziji dodiruju, qime je dokazano tvr�eǌe zadatka. �

9. Primenimo inverziju sa centrom u A: taqke B i C se preslikavaju u B∗ i C∗,
polukrugovi ω i ω1 se preslikavaju u poluprave ω∗ i ω∗1 normalne na pravu B∗C∗, a
ω2 se preslikava u polukrug ω∗2 nad preqnikom B∗C∗. Krugovi k∗n dodiruju me�usobno
paralelne poluprave ω∗ i ω∗1 , pa su svi istog polupreqnika r∗ jednakog polupreqniku
polukruga ω∗2 . Vidimo i da je rastojaǌe centra kruga d∗n od prave B∗C∗ jednako
d∗n = 2nr∗. Sada primenimo tvr�eǌe navedeno u teorijskom uvodu, po kome postoji
homotetija sa centrom u A koja preslikava krug k∗n u krug kn. Ako je koeficijent te
homotetije κ, onda je dn = κd∗n i rn = κr∗, pa je dn/rn = d∗n/r

∗ = 2n, xto je trebalo
dokazati. �

10. Inverzijom sa centrom u A, taqke B, C i M se preslikavaju u taqke B∗, C∗ i
M∗. Pomo�u formule (2), uslov zadatka transformixemo u ∠AC∗M∗ − ∠AC∗B∗ =
∠AB∗M∗ − ∠AB∗C∗, odnosno ∠M∗C∗B∗ = ∠M∗B∗C∗. Dakle, trougao B∗C∗M∗ je jed-
nakokraki, i B∗M∗ = C∗M∗. Sada, izjednaqavaǌem formula (1) za du�i B∗M∗ i
C∗M∗, dobijamo

r2

AB ·AM
·BM =

r2

AC ·AM
· CM,

odnosno BM/AB = CM/AC, xto je trebalo dokazati. �
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11. Primenimo inverziju sa centrom u I. Ostavǉamo qitaocu da konstruixe inverzivnu
sliku. Primetimo samo da se uslov da je I centar upisanog kruga transformixe u
uslov da su krugovi A∗iA

∗
i+1I istih polupreqnika. (Zaxto? Ukoliko je rastojaǌe

taqke I od prave XY jednako r, a polupreqnik inverzije je R, onda je preqnik kruga
IX∗Y ∗ jednak R2/r) Sada iskoristimo slede�e jednostavno tvr�eǌe, koje qitalac
mo�e sam dokazati: ”Ako su k1, k2, k3 tri kruga koji sadr�e istu taqku I, takvi
da se nikoja dva od ǌih ne dodiruju, onda su ǌihovi centri kolinearni ako i samo
ako postoji jox jedna zajedniqka taqka J 6= I preseka ova tri kruga.” U inverzivnoj
slici, ovo znaqi da je nax zadatak da doka�emo da se prave A∗1B

∗
1 , A

∗
2B

∗
2 , A

∗
3B

∗
3 seku

u jednoj taqki.

Da bi ovo va�ilo, dovoǉno je da trouglovi A∗1A
∗
2A

∗
3 i B∗

1B
∗
2B

∗
3 budu homotetiqni, to

jest da ǌihove odgovaraju�e stranice budu paralelne. Oznaqimo sa P ∗
i centar kruga

A∗i+1A
∗
i+2I, a sa Q∗

i podno�je normale iz I na stranicu P ∗
i+1P

∗
i+2. Lako se dokazuje da

−−−→
A∗1A

∗
2 = 2

−−−→
Q∗

1Q
∗
2 = −

−−−→
P ∗

1 P
∗
2 .

Tako�e, poxto su krugovi A∗iA
∗
i+1I istih polupreqnika, P ∗

1 P
∗
2 ‖B∗

1B
∗
2 , pa i A∗1A

∗
2‖B∗

1B
∗
2 .

�

12. Primenimo inverziju u odnosu na upisani krug k trougla ABC. Taqke M , N , P
su nepokretne pri ovoj inverziji. Taqke A∗, B∗, C∗ su sredixta du�i NP , PM ,
MN . Zato se opisani krug l trougla ABC preslikava u l∗, Ojlerov krug trougla
MNP . Oznaqimo centar upisanog kruga trougla ABC sa I, centar kruga l sa O,
centar kruga l∗ sa S, a ortocentar trougla MNP sa H. Iako se centar O kruga l
pri inverziji ne preslikava u centar S kruga l∗, ipak znamo da prava OS prolazi
kroz taqku I, centar inverzije. Dakle, O ∈ SI. Posmatrajmo sada trougao MNP : u
ǌemu je H ortocentar, I centar opisanog kruga, a S centar Ojlerovog kruga, pa H,
I, S le�e na Ojlerovoj pravoj trougla MNP , odnosno H ∈ SI. Iz do sada dokazanog
sledi da su taqke O, I, H kolinearne, xto je trebalo dokazati. �

13. Primenimo inverziju sa centrom u A. Polukrugovi k i l se preslikavaju u poluprave
k∗, l∗ normalne na pravu B∗C∗. Normala m kroz C na pravu AB se preslikava u krug
m∗ nad preqnikom AC, a prava BT u krug AB∗T ∗. Tvr�eǌe zadatka, iskazano u
inverzivnoj slici, glasi: poluprava l∗ je tangenta kruga AB∗T ∗.

Taj uslov je ispuǌen ako i samo ako je C∗T ∗2 = C∗B∗ · C∗A∗ (ovaj uslov smo do-
bili izraqunavaǌem potencije taqke C∗ u odnosu na krug AB∗T ∗). Ako oznaqimo
polupreqnik kruga m∗ sa R, a polupreqnik kruga ω∗ sa r, direktno izraqunavamo
C∗A∗ = 2R, C∗B∗ = 2r. Da bismo izraqunali du�inu C∗T ∗, obele�imo centar kruga
m∗ sa U , centar kruga ω∗ sa V , i podno�je normale iz V na B∗C∗ sa W . U pravouglom
trouglu UVW je UV = R+ r i UW = SC∗ − UC∗ = R− r. Zato je

C∗T ∗2 = UV 2 − UW 2 = (R+ r)2 − (R− r)2 = 4Rr = C∗A∗ · C∗B∗. �
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