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Potpun sistem ostataka po modulu m (m ≥ 2) je svaki skup A takav da za svako y ∈ Z
postoji taqno jedan x ∈ A takav da je y ≡ x (mod m).

Redukovan sistem ostataka po modulu m je svaki skup A qiji su svi elementi uzajamno
prosti sa m, i takav da, za svako y ∈ Z koje je uzajamno prosto sa m, postoji taqno jedan
x ∈ A takav da je y ≡ x (mod m).

Svaki potpun sistem ostataka po modulu m ima taqno m elemenata. Svaki redukovan
sistem ostataka po modulu m ima isti broj elemenata, i taj broj elemenata je ϕ(m), gde
je ϕ Ojlerova funkcija ϕ : N → N. ϕ(n) je broj elemenata skupa {1, 2, . . . , n} koji su uzajamno
prosti sa n. ǋena vrednost je

ϕ(1) = 1, ϕ (pα1
1 pα2

2 · · · pαk

k ) = pα1−1
1 (p1 − 1)pα2−1

2 (p2 − 1) · · · pαk−1
k (pk − 1)

gde su pi razliqiti prosti brojevi i αi prirodni brojevi, i = 1, 2, . . . , k.
Primetimo da, ako su m i n uzajamno prosti brojevi, va�i

ϕ(mn) = ϕ(m)ϕ(n).

Mala Fermaova teorema Neka je p prost broj. Za svaki ceo broj a uzajamno prost sa
p va�i

ap−1 ≡ 1 (mod p).

Ojlerova teorema Neka je n prirodan broj. Za svaki ceo broj a uzajamno prost sa n
va�i

aϕ(n) ≡ 1 (mod n).

Vilsonova teorema Za sve proste brojeve p va�i

(p− 1)! ≡ −1 (mod p).

Za prirodan broj m > 1, i ceo broj a uzajamno prost sa m, poredak broja a po modulu m
je najmaǌi prirodan broj δ za koji va�i aδ ≡ 1 (mod m), u oznaci δm(a). Tada je

m|ax − 1 ⇔ δm(a)|x.

Jedna posledica ovoga je da uvek va�i δm(a)|ϕ(m).
Kineska teorema o ostacima Neka su m1, m2, . . . , mn prirodni brojevi uzajamno

prosti po parovima, i a1, a2, . . . , an celi brojevi. Tada postoje a i m takvo da je sistem
kongruencija x ≡ ai (mod mi), i = 1, 2, . . . , n, ekvivalentan sa x ≡ a (mod m).

1. Dokazati da postoji prirodan broj n, takav da je broj 3n − 1 deǉiv sa 1990.

2. Dokazati da je broj 22225555 + 55552222 deǉiv sa 7.

3. Da li postoji n ∈ N za koje 247|2n + 1?

4. Dokazati da je bar jedan od prirodnih brojeva n, n + 1, . . . , n + 7 uzajamno prost sa
svakim od preostalih brojeva.

5. Neka su m,n ∈ N takvi da je (m, 11k − 1) = (n, 11k − 1) za sve k ∈ N. Dokazati da je
m/n = 11s, za neko s ∈ Z.
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6. Odrediti sve parove (p, q) prostih brojeva takve da je p2 − 2q2 = 1.

7. Odrediti sve parove (x, y) prirodnih brojeva takve da va�i 7x − 3 · 2y = 1.

8. Dokazati da postoji beskonaqno mnogo celih brojeva n koji se ne mogu predstaviti
u obliku n = a3 + b3 + c3 ni za koje a, b, c ∈ Z.

9. Neka je p prost broj, i k prirodan broj maǌi od p. Tada je(
p

k

)
≡ 0 (mod p).

10. Neka je p prost broj, i k prirodan broj maǌi od p. Tada je(
p− 1

k

)
≡ (−1)k (mod p).

11. Dokazati da je za svaki neparan prost broj p brojilac m razlomka

m

n
= 1 +

1
2

+
1
3

+ · · ·+ 1
p− 1

deǉiv sa p.

12. Ako je za prirodne brojeve a i n ve�e od 1 broj an − 1 prost, onda je a = 2 i n je
prost broj. Brojevi Mn = 2n − 1 nazivaju se Mersenovi brojevi.

13. Ako je za neke prirodne brojeve a, k ve�e od 1 broj ak + 1 prost, onda je k = 2n.
Brojevi ovog oblika za a = 2, nazivaju se Fermaovi brojevi Fn = 22n

+ 1.

14. Dokazati da za sve prirodne brojeve n va�i n2|(n + 1)n − 1.

15. Dokazati da za prirodne brojeve m, n i a > 1 va�i

(am − 1, an − 1) = a(m,n) − 1.

16. Dokazati da za prirodne brojeve m i n, m 6= n, va�i(
22m

+ 1, 22n

+ 1
)

= 1.

17. Dokazati da za sve prirodne brojeve m i a > 1 va�i(
am − 1
a− 1

, a− 1
)

= (a− 1,m).

18. Odrediti sve parove (m,n) prirodnih brojeva takve da va�i mn− 1|n3 + 1.

19. Dokazati da za bilo koje n ∈ N, u nizu 2, 22, 222
, 2222

, . . . svi qlanovi poqev od nekog
daju isti ostatak po modulu n.

20. (IMO2000.predlog) Odrediti sve prirodne brojeve n ≥ 2 koji zadovoǉavaju slede�i
uslov: Za sve cele brojeve a, b uzajamno proste sa n,

a ≡ b (mod n) ako i samo ako ab ≡ 1 (mod n).
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