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1 Princip matematiqke indukcije

Svaki dokaz matematiqkom indukcijom se sastoji iz tri dela: baze indukcije, indukcijske pretpostavke i
indukcijskog koraka. Baza je prvi broj n0 za koji va�i tvr�eǌe (najqex�e 0 ili 1). U drugom delu pret-
postavǉamo da tvr�eǌe va�i za neko n = k i onda u indukcijskom koraku pokazujemo da tvr�eǌe va�i i za
n = k + 1. Na taj naqin smo pokazali da tvr�eǌe va�i za svaki ceo broj n > n0. Ovo je obiqna indukcija, a
pored ǌe imamo jox nekoliko tipova matematiqke indukcije:

• (Obiqna indukcija) k 7→ k + 1,
• (Indukcija sa ve�om bazom i pretpostavkom) k −m + 1, . . . , k − 1, k 7→ k + 1,
• (Indukcija sa korakom m) k 7→ k + m, gde je m ∈ N fiksiran,
• (Transfinitna indukcija) 1, 2, . . . , k 7→ k + 1,
• (Regresivna indukcija) npr. 2l 7→ 2l+1, a zatim k 7→ k − 1.

Otkri�e principa matematiqke indukcije se pripisuje italijanskom matematiqaru Franciscus Maurolycus-u
(ro�enom 1494). Mada se princip veoma sliqan matematiqkoj indukciji javǉa jox u 12. veku u tumaqeǌima
Talmuda (kǌige jevrejske mudrosti). Problem se javio u tumaqeǌu pravila koja odre�uju datum kao ”3 dana
pre praznika”. U doba pisaǌa Talmuda nije bilo utvr�eno da li se u izrazu ”x dana pre praznika” i sam
dan praznika raquna kao deo tih x dana. Tumaqeǌe je da ako bi 3 dana ukǉuqivali i i praznik doslibi do
dvosmislenosti. Induktivni argument je korix�en da bi dobili taj zakǉuqak.Osnovni sluqaj je 1 dan. Nema
smisla re�i ”1 dan pre praznika” kada mislimo na taj praznik. Stoga, ”1 dan pre praznika” ne ukǉuquje i
praznik. Sada i ”2 dana pre praznika” mora da ne ukǉuquje i praznik, jer bi u protivnom imalo isto znaqeǌe
kao i ”1 dan pre praznika”. Sliqno i ”3 dan pre praznika” ne ukǉuquje praznik. Ovo je oqito induktivna
argumentacija. Od istorije da istaknemo da je dokaz Nejednakosti aritmetiqke i geometrijske sredine dao
Koxi (Cauchy, Augustin Louis, 1789–1857) i tako utro put regresivnoj indukciji.

Kod principa matematiqke indukcije moramo voditi raquna da smo pokazali i bazu i induktivni korak.
Naredna dva primera ilustruju pogrexno korix�eǌe principa matematiqke indukcije. Prvo �emo ”pokazati”
da sve plavuxe imaju plave oqi, a zatim �emo generalisati jedno tvr�eǌe. Na�ite grexke u rasu�ivaǌu!!!

Primer 1. Ukoliko bar jedna plavuxa ima plave oqi tada sve plavuxe imaju plave oqi.
Baza: za n = 1 ukoliko bar jedna plavuxa ima plave oqi tada i sve plavuxe imaju plave oqi.
Indukcijska pretpostavka: pretpostavimo da tvr�eǌe va�i za n = k (tj. da ako me�u k plavuxa bar jedna
ima plave oqi tada sve imaju plave oqi).
Indukcijski korak: Neka imamo n = k+1 plavuxa p1, p2, . . . , pk, pk+1 od kojih jedna ima plave oqi (bez umaǌeǌa
opxtosti mo�emo uzeti da je to p1). Uoqimo skup od k plavuxa {p1, p2, . . . , pk}. On zadovoǉava uslove indukci-
jske pretpostavke, pa sve te plavuxe imaju plave oqi. Zatim uzmimo skup od k plavuxa {p1, p2, . . . , pk−1, pk+1}.
I taj skup zadovoǉava uslove indukcijske pretpostavke, pa i sve te plavuxe imaju plave oqi. Na taj naqin
smo pokazali da sve te plavuxe imaju plave oqi.

Primer 2. Broj n je prost ako i samo ako n | 2n − 2.
Smer ⇒ sledi iz Male Fermaove teoreme. Za smer ⇐ imamo ”jaku” bazu indukcije. Za n = 2: 2 | 22 − 2 = 2,
za n = 3: 3 | 23 − 2 = 6, za n = 4: 4 - 24 − 2 = 14, za n = 5: 5 | 25 − 2 = 30, za n = 6: 6 - 26 − 2 = 62. . . Prirodno je
pretpostaviti da i ovaj smer va�i, samo jox treba nekako pokazati induktivni korak. Ali to nije mogu�e –
mo�e se pokazati da ne va�i za n = 341 = 11 · 13.

Zadaci

1. Dokazati da je broj 5n + 2n+1 deǉiv sa 3 za svako n ∈ N.
2. Dat je niz an = 32n+2 − 8n− 9. Dokazati da je niz brojeva an deǉiv sa 64 za svako n ∈ N.
3. Dokazati da za svako n ∈ N va�i:
a) 9 | 4n+1 + 6n + 5; b) 9 | n · 4n+1 − (n + 1) · 4n + 1; v) 9 | 4n + 15n− 1; g) 9 | 3 · 4n+2 + 10n − 4;
d) 133 | 11n+2 + 122n+1; �) 17 | 36n + 19n − 2n+1; e) 8 | 11 · 3n + 3 · 7n − 6; �) 49 | 23n − 7n− 1;
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z) 57 | 7n+2 + 82n+1; i) 25 | 2n+2 · 3n + 5n− 4; j) 59 | 5n+2 + 26 · 5n + 82n+1; k) 168 | 42n − 32n − 7;
l) 13 | 212n+3 − 36n+2; ǉ) 64 | 32n+3 + 40n− 27; m) 19 | 52n+12n+2 + 3n+222n+1.

4. Dokazati da za svako n ∈ N va�i: 24 | n6 − 3n5 + 6n4 − 7n3 + 5n2 − 2n.

5. Dokazati da je xn − yn deǉivo sa x− y za sve prirodne brojeve x, y (x 6= y) i n.

6. Dokazati da je proizvod svakih n uzastopnih brojeva deǉiv sa n.

7. Dokazati da je broj (n + 1)(n + 2) . . . (2n) deǉiv sa 2n, a nije sa 2n+1.

8. Dokazati da je broj an = 22n − 1 deǉiv sa 15 za svaki prirodan broj n > 2.

9. Dokazati da je broj an = 32n − 1 deǉiv sa 2n+2, a nije sa 2n+3.

10. † Neka je S proizvoǉan podskup sa n + 1 elemenata skupa N2n = {1, 2, . . . , 2n} (tj. |S| = n + 1, S ⊂ N2n).
Dokazati da postoje a, b ∈ S takvi da a | b.
11. Svaki prirodan broj n ∈ N, n > 2, je prost broj ili je proizvod prostih brojeva. Dokazati.

12. Matematiqkom indukcijom pokazati da su svi brojevi (1 +
√

2)n, n ∈ N, oblika a + b
√

2, gde su a i b neki
prirodni brojevi.

13. Dokazati da za svako n ∈ N va�i: 2n > n.

14. Ispitati za koje n va�i i onda dokazati nejednakost 2n > n2.

15. Bernulijeva nejednakost. Neka je a ∈ R, a > −1, a 6= 0. Dokazati da za svako n > 2 va�i (1 + a)n > 1 + n · a.
16. Pokazati nejednakost

√
pn +

√
qn 6

√
(p + q)n, gde je n > 2, p, q ∈ R+.

17. Neka su a, b ∈ R+ i n ∈ N. Proveriti da li va�i nejednakost
(

x + y

2

)n

6 xn + yn

2
.

18. Dokazati nejednakosti:

a)
1√
1

+
1√
2

+
1√
3

+ . . . +
1√
n

> √
n, n ∈ N;

b)
(

1
n + 1

+
1

n + 2
+

1
n + 3

+ . . . +
1
2n

)2

<
1
2
, n ∈ N;

v)
1

n + 1
+

1
n + 2

+
1

n + 3
+ . . . +

1
2n

> 1
2
, n ∈ N;

g)
1

n + 1
+

1
n + 2

+
1

n + 3
+ . . . +

1
2n

> 13
24

, n ∈ N, n > 1;

d)
1
n

+
1

n + 1
+

1
n + 2

+ . . . +
1
n2

> 1, n ∈ N, n > 2.

19. Dokazati nejednakosti:
a) n! > 2n, n ∈ N, n > 4;
b) n! < nn−1, n ∈ N, n > 3.

20. Dokazati nejednakosti:

a)
1 · 3 · 5 · . . . · (2n− 1)

2 · 4 · 6 · . . . · (2n)
6

√
1

3n + 1
, n ∈ N;

b)
3 · 7 · 11 · . . . · (4n− 1)
5 · 9 · 13 · . . . · (4n + 1)

<

√
3

4n + 3
, n ∈ N.

21.† Dokazati nejednakost
1
2

+
1
4

+
1
8

+ . . . +
1
2n

< 1.

22. Dokazati nejednakost
n∏

k=1

2k − 1
2k

6 1√
3n + 1

.

23.† Nejednakost aritmetiqke i geometrijske sredine. Dokazati

a1 + a2 + . . . + an

n
> n
√

a1a2 · . . . · an, n ∈ N, ai ∈ R+.

24.† Neka su a1, a2, . . . , an ∈ R+ takvi da va�i a1·a2·. . .·an = 1. Dokazati da je tada (1+a1)·(1+a2)·. . .·(1+an) > 2n.
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25. Neka su a1, a2, . . . , an ∈ R+ i n > 2. Dokazati da je tada (1+a1) · (1+a2) · . . . · (1+an) > 1+a1 +a2 + . . .+an.

26. Neka su 0 < ai < 1 (i = 1, 2 . . . , n) i n > 2. Dokazati da je (1−a1) · (1−a2) · . . . · (1−an) > 1− (a1 +a2 + . . .+an).

27.† Nejednakost Koxi–Xvarc–Buǌakovskog. Dokazati

(x1
2 + x2

2 + . . . + xn
2)(y1

2 + y2
2 + . . . + yn

2) > (x1y1 + x2y2 + . . . + xnyn)2, n ∈ N, xi, yj ∈ R.

28. Dokazati da je
√

a2 +
√

a2 + . . . +
√

a2 < |a|+ 1, gde na levoj strani ima n korena.

29. Dokazati jednakosti:

a) 1 + 2 + 3 + . . . + n =
n(n + 1)

2
;

b) 12 + 22 + 32 + . . . + n2 =
n(n + 1)(2n + 1)

6
;

v) 13 + 23 + 33 + . . . + n3 =
n2(n + 1)2

4
;

g) 14 + 24 + 34 + . . . + n4 =
n(n + 1)(2n + 1)(3n2 + 3n− 1)

30
;

d) 15 + 25 + 35 + . . . + n5 =
n2(n + 1)2(2n2 + 2n− 1)

2
.

30. Na�i vrednosti zbirova:
a) 1 + 3 + 5 + . . . + (2n− 1);
b) 1 · 2 + 2 · 3 + . . . + n(n + 1);

v)
1
2

+
1
4

+
1
8

+ . . . +
1
2n

.

31. Dokazati jednakost 1 · 2 · 3 + 2 · 3 · 4 + . . . + n(n + 1)(n + 2) = n(n + 1)(n + 2)(n + 3)/4.

32. Dokazati jednakost 12 − 22 + 32 − 42 + . . . + (−1)n−1n2 = (−1)n−1n(n + 1)/2.

33. Dokazati jednakosti

a)
1

1 · 2 +
1

2 · 3 + . . . +
1

n · (n + 1)
=

n

n + 1
;

b)
1

1 · 3 +
1

3 · 5 + . . . +
1

(2n− 1) · (2n + 1)
=

n

2n + 1
;

v)
1

1 · 4 +
1

4 · 7 + . . . +
1

(3n− 2) · (3n + 1)
=

n

3n + 1
;

g)
1

1 · 5 +
1

5 · 9 + . . . +
1

(4n− 3) · (4n + 1)
=

n

4n + 1
;

d)
1

1 · 2 · 3 +
1

2 · 3 · 4 + . . . +
1

n · (n + 1) · (n + 2)
=

1
2

(
1
2
− 1

(n + 1)(n + 2)

)
.

34. Dokazati da va�i 1− 1
2

+
1
3
− 1

4
+ . . . +

1
2n− 1

− 1
2n

=
1

n + 1
+

1
n + 2

+ . . . +
1
2n

.

35.† Dokazati da za n > 1 va�i 1 +
1
2

+
1
3

+
1
4

+ . . . +
1
n

=
k

m
, gde je k neparan, a m paran prirodan broj.

36. Dokazati jednakosti

a)
n∑

k=1

k

3k
=

3
4
− 2n + 3

4 · 3n
;

b)
n∑

k=1

k(k + m) =
1
6
n(n + 1)(2n + 3m + 1);

v)
n∑

k=1

2k

22k−1 + 1
= 2− 2n+1

22n − 1
;

g)
n∑

k=1

(−1)k−1

k

(
n

k

)
= 1 +

1
2

+ . . . +
1
n
.

37. Neka je niz prirodnih brojeva {an} definisan na slede�i naqin: a0 = 0, a1 = 1 i an+2 = 3an+1 − 2an.
Dokazati da za svako n > 1 va�i an = 2n − 1.
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38. Neka je niz prirodnih brojeva {an} definisan na slede�i naqin: a0 = 0, a1 = 1, a2 = 4 i an+3 =
3an+2 − 3an+1 + an. Odrediti opxti qlan niza.

39. Neka je niz prirodnih brojeva {an} definisan na slede�i naqin: a0 = 1 i an+1 = an−1 +an−2 + . . .+a1 +2a0.
Dokazati da je za svaki element niza an = 2n.

40. Na�i opxti qlan niza datog sa x1 = 1, x2 = 2 i xn = (n− 1)(xn−1 + xn−2) za n > 3.

41. Dat je niz a0 = 1, a1 = 1, a2 = 2, an+1 = 3an−1 − 2an−2 za n > 2. Pokazati da za k > 2 va�i a2k > 0 i
a2k+1 < 0.

42.† Niz {an} odre�en je sa a1 = 1 i an+1 = 3an +
√

8an
2 + 1 za n > 1. Dokazati da su svi qlanovi tog niza

prirodni brojevi.

43.† Neka je a0 proizvoǉan realan broj i an+1 = an
2(an − 1)2 za n > 0. Odrediti an.

44. Moavroava formula. Dokazati: (cos x + i sin x)n = cos nx + i sin nx.

45. Dirihleov princip (engleski Pigeonhole principle). Ako je n+1 loptica raspore�eno u n kutija tada postoji
bar jedna kutija u kojoj se nalazi vixe od jedne loptice.

46. Dokazati da je u svakom druxtvu broj ǉudi koji se poznaju sa neparnim brojem ǉudi iz druxtva paran.

47. U nekoj dr�avi postoji n gradova. Da li se oni mogu povezati putevima koji vode iz jednog grada u drugi
i obratno, tako da iz svakog grada idu taqno tri puta?

48.† Ojlerova teorema za poliedre. Konveksan poliedar sa n temena i m ivica ima f = m − n + 2 strane.
Dokazati.

49. Dokazati da n pravih u ravni dele tu ravan na najvixe 2n delova.

50. Dokazati da se ravan podeǉena sa proizvoǉnih n pravih mo�e obojiti sa dve boje tako da su svake dve
susedne oblasti obojene razliqitim bojama.

51. Dokazati da n pravih u ravni u opxtem polo�aju dele tu ravan na najvixe n(n + 1)/2 delova.
(Za nekoliko pravih u ravni ka�e se da su u opxtem polo�aju ako nikoje dve me�u ǌima nisu paralelne i
nikoje tri od ǌih se ne seku u istoj taqki.)

52. Dato je n > 3 pravih u ravni, od kojih nikoje dve nisu paralelne. Dokazati da je bar jedna oblast koju
one formiraju trougao.

53. Dato je n > 3 pravih u ravni u opxtem polo�aju. Dokazati da one formiraju bar n − 2 trougaonih
oblasti.

54. Dokazati da se oblasti u ravni koje su dobijene kao preseci n kru�nica mogu obojiti sa dve boje tako
da su svake dve susedne oblasti obojene razliqitim bojama.

55. Dokazati da se oblasti u ravni koje su dobijene kao preseci n kru�nica sa tetivom mogu obojiti sa tri
boje tako da su svake dve susedne oblasti obojene razliqitim bojama.

56.† U ravni je dato n pravih u opxtem polo�aju. Dokazati da je mogu�e u svakom od delova, na koje te prave
dele ravan, upisati ceo broj tako da:
1◦ za svaki upisani broj a va�i a 6= 0 i |a| 6 n;
2◦ sa svake strane svake od datih pravih je zbir brojeva jednak 0.

57.† Na kru�nici je dato n taqaka. Nikoje tri tetive koje se dobijaju spajaǌem ovih taqaka se ne seku u
jednoj taqki unutar kruga. Na koliko oblasti ove tetive dele krug?

58.† Teorema Pika (Pick). Neka je poligon u ravni takav da su mu sva temena celobrojna (tj. imaju obe
koordinate celobrojne). ǋegova povrxina je data formulom S =

p

2
+ q − 1, gde je q broj qvorova unutar

poligona, a p broj qvorova na granici poligona (raqunaju�i i temena poligona).

59. Dokazati da se n kvadrata mogu ise�i na delove tako da se od ǌih mo�e sastaviti novi kvadrat.

60. Dat je pravilan xestougao A1A2 . . . A6. Uvedimo dva niza taqaka na slede�i naqin: An+6 = An za svako
n ∈ N i B1 = A1, a Bn je presek du�i Bn−1An+1 i OAn. Odrediti du�inu du�i OBn.
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61. U trapezu ABCD su osnovice AD = a i BC = b. Sredixta du�i AC i BD su B1 i C1. Bn je sredixte
dijagonale ACn−1 i Cn je sredixte dijagonale DBn−1 u qetvorouglu ABn−1Cn−1D.
a) Odrediti du�inu du�i BnCn.
b) Da li konvergira ta du�ina kada n →∞?
v) Za koje trapeze je du�ina du�i BnCn konstantna?

62. Dat je neparan broj taqaka A1, . . . , A2k+1, k > 1. Dokazati da postoji zatovrena izlomǉena linija
X1, . . . , X2k+1 takva da va�i: taqka A1 je sredixte du�i X1X2, taqka A2 je sredixte du�i X2X3, . . . , taqka
A2k je sredixte du�i X2kX2k+1 i taqka A2k+1 je sredixte du�i X2k+1X1.

63.† Dokazati da postoji n razliqitih prirodnih brojeva, takvih da je suma ǌihovih kubova jednaka kubu
prirodnog broja, gde je n proizvoǉan prirodan broj ve�i od 2.
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2 Diferencne (rekurentne; rekurzivne) jednaqine

Diferencna jednaqina reda k je jednaqina oblika F (n, an, an+1, . . . , an+k) = 0, gde je n prirodan broj, a
an, an+1, . . . , an+k je k + 1 uzastopnih qlanova niza {an}. Rexeǌe diferencne jednaqine je niz {an}, koji difer-
encnu jednaqinu prevodi u identitet. Opxte rexeǌe diferencne jednaqine reda k je ono rexeǌe koje sadr�i
sva rexeǌa i ono sadr�i k proizvoǉnih konstanti (ukoliko su dati poqetni qlanovi ovog niza onda je
mogu�e odrediti vrednosti tih konstanti i onda se dobija jedno ili partikularno rexeǌe). Neka su nizovi
{a(1)

n }, {a(2)
n }, . . . , {a(s)

n } rexeǌa homogene diferencne jednaqine tada je i bn = C1 · a(1)
n + C2 · a(2)

n + . . . + Cs · a(s)
n

rexeǌe te diferencne jednaqine. Ako je
a
(i)
n

a
(j)
n

6= const tada su ai
n i aj

n nezavisna (neproporcionalna) rexeǌa.

Rexeǌa {a(1)
n }, {a(2)

n }, . . . , {a(k)
n } diferencne jednaqine k–tog reda F (n, an, an+1, . . . , an+k) = 0 su nezavisna ako i

samo ako je slede�a determinanta razliqita od nule:
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a
(1)
1 a

(2)
n . . . a

(s)
n

a
(1)
2 a

(2)
n . . . a

(s)
n

. . . . . . . . .

a
(1)
s−1 a

(2)
s−1 . . . a

(s)
s−1

a
(1)
s a

(2)
s . . . a

(s)
s

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

6= 0

i tada je niz sa opxtim qlanom bn = C1 ·a(1)
n +C2 ·a(2)

n + . . .+Ck ·a(k)
n , gde su C1, C2, . . . , Ck proizvoǉne konstante,

opxte rexeǌe date jednaqine.
Linearna diferencna jednaqina je jednaqina oblika fk(n) · an+k + fk−1(n) · an+k−1 + . . . + f0(n) · an = F (n)

i ona se najqex�e zadaje u normiranom obliku, tj. fk(n) = 1. Ako je F (n) = 0 to je homogena diferencna
jednaqina, a ako je F (n) 6= 0 to je nehomogena diferencna jednaqina. Ako su funkcije fi(n) konstante onda imamo
diferncnu jednaqinu sa konstantnim koeficijentima, u protivnom govorimo o jednaqini sa funkcionalnim
koeficijentima.

Opxte rexeǌe nehomogene diferencne jednaqine jednako je zbiru opxteg rexeǌa homogene diferencne
jednaqine i partikularnog (proizvoǉnog) rexeǌa rexeǌa nehomogene diferencne jednaqine. Nehomogene
diferencna jednaqina se rexava na neki od slede�ih naqina: 1◦ nakon ispisivaǌa prvih nekoliko qlanova
niza uoqimo neko pravilo (ili samo rexeǌe) i to doka�emo matematiqkom indukcijom;
2◦ reximo odgovaraju�u homogenu diferencnu jednaqinu i pogodimo partikularno rexeǌe;
3◦ reximo odgovaraju�u homogenu diferencnu jednaqinu i primenimo metodu varijacije konstanti.

Sada �emo posmatrati linearnu homogenu diferencnu jednaqinu sa konstantnim koeficijentima:

(∗) fk · an+k + fk−1 · an+k−1 + . . . + f0 · an = 0,

gde su fi, i = 0, 1, . . . , k konstante i f0, fk 6= 0. Ako potra�imo ǌeno rexeǌe u obliku an = tn, dobijamo
tn(fktk + fk−1t

k−1 + . . . + f1t + f0) = 0. Osim trivijalnog rexeǌa an = 0 sva ostala rexeǌa pretpostavǉanog
oblika daje jednaqina

fktk + fk−1t
k−1 + . . . + f1t + f0 = 0.

Ova algebarska jednaqina se naziva karakteristiqna jednaqina diferencne jednaqine (∗). Sada razlikujemo
nekoliko sluqajeva u zavisnosti od toga kakvi su koreni t1, t2, . . . , tk karakteristiqne jednaqine.
1◦ sva rexeǌa t1, t2, . . . , tk (karakteristiqna jednaqina stepena k ima taqno k rexeǌa nad poǉem C) su me�u-
sobno razliqita i tada je opxte rexeǌe dato sa

bn = C1 · t1n + C2 · t2n + . . . + Ck · tkn.

2◦ Ako me�u rexeǌima karakteristiqne jednaqine ima vixestrukih, uoqimo koren tm reda s, s > 1. Tada se
mo�e pokazati da su nizovi sa slede�im opxtim qlanovima tnm, ntnm, . . . , ns−1tnm svi rexeǌa polazne diferencne
jednaqine i da je deo opxteg rexeǌa koji odgovara korenu tm izraz

Cm · tmn + Cm+1 · n · tmn + . . . + Cm+s−1 · ns−1 · tkn,

gde su Cm, Cm+1, . . . , Cm+s−1 proizvoǉno odabrane konstante.
3◦ Neka je kompleksan broj ti = α + βi prosta nula karakteristiqne jednaqine. Tada je i ti+1 = ti = α − βi
prosta nula. Ako je α ± βi = ρ · (cos θ ± i · sin θ) onda imamo da su qlanovi koji odgovaraju rexeǌima ti i ti+1

(taj deo je tako�e realan broj) jednaki:

Ci · (α + βi)n + Ci+1 · (α− βi)n = Di · ρn · cos nθ + Di+1 · ρn · sin nθ,
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gde su Ci i Ci+1 kompleksne konstante, a Di i Di+1 realne.
4◦ Ukoliko je kompleksan broj ti = α + βi nula reda s karakteristiqne jednaqine (tada je i ti+1 = ti = α − βi
nula reda s), sliqno kao u prethodna dva sluqaja, ǌima odgovaraju partikularna rexeǌa

ρn · cosnθ, ρn · sin nθ; n · ρn · cos nθ, n · ρn · sin nθ; . . . ;ns−1 · ρn · cos nθ, ns−1 · ρn · sin nθ.

Primer 1. Neka je data rekurentna jednaqina xn+3 + axn+2 + bxn+1 + cxn = 0, a, b, c ∈ R. Karakteristiqna
jednaqina je t3 + at2 + bt + c = 0 i ǌene nule su t1, t2 i t3.
1◦ Ukoliko su sve tri nule razliqiti realni brojevi opxte rexeǌe je xn = C1 · t1n + C2 · t2n + C3 · t3n.
2◦ Ukoliko su sve tri nule realni brojevi i t1 = t2 6= t3, opxte rexeǌe je xn = C1 · t1n + C2 · n · t1n + C3 · t3n.
3◦ Ukoliko je rexeǌe trostruko i realno, tj. t1 = t2 = t3, opxte je xn = C1 · t1n + C2 · n · t1n + C3 · n2 · t1n.
4◦ Ukoliko nisu sva rexeǌa realna, tj. t1 ∈ R, t2 = α + βi = ρ · (cos θ + i · sin θ), t3 = α− βi = ρ · (cos θ − i · sin θ),
opxte rexeǌe je xn = C1 · t1n + C2 · ρn · cos nθ + C3 · ρn · sin nθ.

Primer 2. Dat je sistem diferencnih jednaqina xn+1 = pxn + qyn, yn+1 = rxn + syn, p, q, r, s ∈ R. Ako je
q = r = 0 imamo dve geometrijske progresije. Kada je q 6= 0 sistem svodimo na jednu diferencnu jednaqinu

drugog reda: iz prve jednaqine imamo yn =
xn+1 − pxn

q
, yn+1 =

xn+2 − pxn+1

q
(svako n u prethodnoj jednaqini

smo zamenili sa n + 1) i kad ovo zamenimo u drugu dobijamo
xn+2 − pxn+1

q
= rxn + s

xn+1 − pxn

q
, odnosno

xn+2 + (p + s)xn+1 + (sp− qr)xn = 0.

Zadaci

Na�i opxti qlan slede�ih nizova (1–19):

1. a0 = 1, an+1 = 2an za n > 0.

2. a0 = 2, a1 = 3, an+1 = 3an − 2an−1 za n > 1.

3. a0 = 2, an+1 = 2an − 1 za n > 0.

4. d1 = −2, d2 = 10, dn = 5dn−1 − 6dn−2 za n > 3.

5. a0 = 5, a1 = 6, a2 = 10, an+1 = 6an − 11an−1 + 6an−2 za n > 2.

6. a0 = 1, an = an−1 + an−2 + . . . + a1 + 2a0 za n > 1.

7. Fibonaqijev niz. a1 = a2 = 1, an+2 = an+1 + an.

8. x0 = 1, x1 = 2, xn+2 = 3xn+1 − 2xn za n > 0.

9. a1 = 3, a2 = 5, an+2 − 3an+1 + 2an = 0 za n > 1.

10. a0 = 0, a1 = 1, a2 = 4, an+3 = 3an+2 − 3an+1 + an za n > 3.

11. d0 = 1, d1 = x + y, dn = (x + y)dn−1 − xydn−2 za n > 2 i x, y ∈ R.
12. d0 = 1, d1 = 10, dn = 10dn−1 − 25dn−2 za n > 2.

13. a0 = 1, a1 = 3, an+2 = 4an+1 − 4an za n > 0.

14. x0 = 1, x1 = 4, xn+2 = 4xn+1 − 4xn za n > 0.

15. a0 = 1, an+1 = an + 2n za n > 0.

16. a0 = 1, a1 = 1, a2 = 2, an+1 = 3an−1 − 2an−2 za n > 2.

17. x0 = 1, x1 = 3, xn+2 − xn+1 + xn = 0 za n > 0.

18. x0 = 2, x1 = 1, xn+2 = xn+1 − xn za n > 0.

19.† d0 = 1, d1 = b, dn = b · dn−1 − a2 · dn−2 za n > 2 i a, b ∈ R, b2 6 4a2.

20. Dat je niz sa x1 = a, x2 = b, xn =
xn−1 + xn−2

2
za n > 3. Na�i graniqnu vrednost lim

n→∞
xn.
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21.† Dat je niz sa x0 = 1, x1 = 2, xn+2 =
xn+1

3

xn
2

za n > 0. Na�i opxti qlan.

22.† Rexiti sistem rekurentnih jednaqina xn+1 = 3xn − yn, yn+1 = xn + yn, x0 = 5 y0 = 1.

23.† Odrediti xn ako je dato x0 i xn+1 =
axn + b

cxn + d
.

24.† Rexiti rekurentnu jednaqinu xn+1 · xn + 3xn+1 + xn + 4 = 0, x0 = 0, x1 = −4
3
.
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3 Fibonaqijevi brojevi

Leonardo od Pize sa nadimkom Fibonaqi (Fibonacci je sra�eno od ”filius Bonacci”, tj. Bonaqijev sin;
�iveo je 1180 − 1240 ili 1175 − 1250; najpoznatija dela su mu Liber abaci, 1202, u kojoj se pored mnogobrojnih
problema borio za hindo–arapski brojni sistem i Liber quadratorum, 1225. – kǌiga kvadrata brojeva koja pred-
stavǉa prvi pomak aritmetike posle Diofanta ) je u svojoj ”Kǌizi o abakusu” postavio ”Problem zeqeva”:
Svaki par zec–zeqica (starih barem 2 meseca) dobiju tokom svakog slede�eg meseca par mladih: zeca i zeqicu.
Ako je na poqetku godine bio jedan novoro�en par, koliko �e biti ukupno parova zeqeva poqetkom slede�e
godine? (Pretpostavǉamo da zeqevi ne umiru.)

Neka je fn broj parova zec–zeqica posle n meseci, tj. tokom (n + 1)–vog meseca od poqetka godine. Prema
pretpostavci je f0 = 1 i f1 = 1 (jer taj par jox nije zreo za razmno�avaǌe), a fn, n > 2 se dobija kada broju
parova fn−1 koji su �iveli proxlog meseca doda broj novoro�enih parova zeqeva koji se dobijaju od fn−2

parova �ivih pre dva meseca. Zato je za sve n > 2 fn = fn−1 + fn−2. Tako dobijamo niz

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18
fn 1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144 233 377 610 987 1597 2584 4181
Fn 0 1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144 233 377 610 987 1597 2584

pa �e nakon godinu dana biti f12 = 233 parova zeqeva.
Najqex�e se Fibonaqijev niz definixe tako da je

F (1) = 1 F (2) = 1 i Fn+2 = Fn+1 + Fn.

Ponekad se uvodi i proxireǌe tako da indeksi mogu da budu celi brojevi: F0 = 0 i F−a = (−1)a+1Fa, pa niz
izgleda . . . ,−21, 13,−8, 5,−3, 2,−1, 1, 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, . . . Iz Fn+2 = Fn+1 + Fn imamo Fn+2 −Fn+1 −Fn = 0, pa je

karakteristiqna jednaqina t2 − t− 1 = 0 i ǌeni koreni su realni i razliqiti t1,2 =
1±√5

2
, pa je opxti qlan

Fn = C1 ·
(

1 +
√

5
2

)n

+C2 ·
(

1−√5
2

)n

. Kako su F0 = 0 i F1 = 1, zamenom n = 0 i n = 1 u opxte rexeǌe dobijamo

sistem po C1 i C2, qija su rexeǌa C1 =
1√
5
i C1 =

−1√
5
, odakle dobijamo formulu:

Fn =
1√
5

((
1 +

√
5

2

)n

−
(

1−√5
2

)n)
.

Ustvari, Fn je taqno jednak
1√
5
(
1 +

√
5

2
)n zaokru�enom na najbli�i ceo broj, jer je

∣∣∣∣∣Fn − 1√
5

(
1 +

√
5

2

)n∣∣∣∣∣ =
1√
5

∣∣∣∣∣

(
1 +

√
5

2

)n

−
(

1−√5
2

)n

−
(

1 +
√

5
2

)n∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
1−√5

2

∣∣∣∣∣

n

√
5

<

∣∣∣∣∣
1−√5

2

∣∣∣∣∣
√

5
=

√
5− 1
2
√

5
<

1
2
.

Kako izraz

(
1−√5

2

)n

mo�e biti i pozitivan i negativan, te se pomo�u celog dela Fibonaqijevi brojevi

mogu izraziti kao:

Fn =





[
1√
5

(
1 +

√
5

2

)n]
, n = 2k

[
1√
5

(
1 +

√
5

2

)n]
+ 1, n = 2k + 1

,

gde [x] oznaqava ceo deo broja x (npr. [π] = 3, a [−π] = −4).
Odnos dva uzastopna qlana Fibonaqijevog niza mo�e se predstaviti preko veri�nog razlomka

Fn+1

Fn
= 1 +

1

1 +
1

. . .
1 +

1
1︸ ︷︷ ︸

n

i kad pustimo da n te�i beskonaqnosti dobijamo lim
n→∞

Fn+1

Fn
=

1 +
√

5
2

, tj. taj odnos

te�i zlatnom preseku.
Zlatni presek je bio popularan u renesansnoj arhitekturi. Tadaxǌi gra�evinari su po ugledu na Stare Grke
smatrali idealnim kad je ”odnos ve�eg dela prema maǌem jednak odnosu cele du�ine prema ve�em delu” :
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α = 1 +
1
α

⇒ α2 − α− 1 = 0 ⇒ α =
1 +

√
5

2
= 1.618033988.

Da je
Fn+1

Fn
jednako datom veri�nom razlomku pokazuje se indukcijom: za n = 1 imamo

F1

F1
=

1
1

= 1. Pret-

postavimo da tvr�eǌe va�i za neko n = k. Za n = k + 1 je
Fk+2

Fk+1
=

Fk+1 + Fk

Fk+1
= 1 +

1
Fn+1

Fn

, pa zbog principa

matematiqke indukcije tvr�eǌe va�i za svako prirodno n. Lako se pokazuje da je 1 6 Fn+1

Fn
6 2, pa je ovaj niz

ograniqen i mo�e se razbiti na jedan podniz koji je rastu�i i jedan podniz koji je opadaju�i. Stoga taj niz

konvergira ka nekom x. Tada je x = 1 +
1
x
, tj. dobijamo x =

1 +
√

5
2

. Mo�e se pokazati da ka zlatnom preseku

te�i i niz
√

1 +
√

1 +
√

1 +√
. . . .

Ostale osobine i identitete sa Fibonaqijevim brojevima da�emo kroz zadatke.

Zadaci

1. Fibonaqijev broj Fn je:
a) paran ako i samo ako je n = 3k;
b) deǉiv sa 3 ako i samo ako je n = 4k;
v) deǉiv sa 4 ako i samo ako je n = 6k;
g) deǉiv sa 5 ako i samo ako je n = 5k;
d) deǉiv sa 10 ako i samo ako je n = 15k.

2. Dokazati da je
1
10

(Fn+60 − Fn) ceo broj.

3. Broj cifara Fn je ve�i od
n− 2

5
.

Dokazati slede�e identitete (4–28):

4. F1 + F2 + . . . + Fn = Fn+2 − 1.

5. F1 + F3 + . . . + F2n−1 = F2n.

6. F2 + F4 + . . . + F2n = F2n+1 − 1.

7. F1 − F2 + F3 − . . . + (−1)n+1Fn = (−1)n+1Fn−1 + 1.

8. F1
2 + F2

2 + . . . + Fn
2 = FnFn+1.

9. Fn+m = Fn−1Fm + FnFm+1 (n > 1).

10. (Fm, Fn) = F(m,n), gde je (a, b) najve�i zajedniqki delilac brojeva a i b.

11. F2n = Fn+1
2 − Fn−1

2.

12. F2n−1 = Fn
2 + Fn−1

2.

13. Fm+1Fm − Fm−1Fm−2 = F2m−1.

14. Fm+1Fm−1 − Fm
2 = (−1)m.

15. Fn+1Fn+2 − FnFn+3 = (−1)n.

16. F3n = Fn+1
3 + Fn

3 − Fn−1
3.

17. F1F2 + F2F3 + . . . + F2n−1F2n = F2n
2.

18. F1F2 + F2F3 + . . . + F2nF2n+1 = F2n+1
2 − 1.

19. 2n−1Fn =
(
n
1

)
+ 5

(
n
3

)
+ 52

(
n
5

)
+ . . .

20. Fn+1 =
(
n
0

)
+

(
n−1

1

)
+

(
n−2

2

)
+ . . . +

(
n−k

k

)
, gde je k =

[n

2

]
ceo deo.
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21. F3 + F6 + . . . + F3n = (F3n+2 − 1)/2.

22. F1 + 2F2 + . . . + nFn = nFn+2 − Fn+3 + 2.

23. Fn+kFm−k = FnFm + (−1)nFm−n−kFk.

24. Fn
4 − Fn−2Fn−1Fn+1Fn+2 = 1.

25. Fk
3 = (F3k − 3(−1)nFk)/5.

26. F1
3 + F2

3 + . . . + Fn
3 = (F3n+2 + 6(−1)n+1Fn−1 + 5)/10.

27.
n∑

k=0

(
n

k

)
Fm+k = Fm+2n.

28.
n∑

k=0

(−1)k

(
n

k

)
F2n+k = (−1)nFn.

29. Za proizvoǉne k, n ∈ N razlomak
k · Fn+2 + Fn

k · Fn+3 + Fn+1
je neskrativ. Dokazati.

30. Dokazati da za svako prirodno m me�u prvih m2 − 1 qlanova Fibonaqijevog niza ima bar jedan deǉiv sa
m.

31. Dokazati da se svaki prirodan broj mo�e predstaviti kao zbir nekoliko Fibonaqijevih brojeva qiji se
indeksi razlikuju bar za 2.

32. Dokazati da suma osam uzastopnih qlanova Fibonaqijevog niza nikada nije qlan Fibonaqijevog niza.

33. Dokazati da se me�u prvih 100 000 001 Fibonaqijevih brojeva nalazi bar jedan koji se zavrxava sa qetiri
nule.

34.† Dokazati da je prirodan broj n qlan Fibonaqijevog niza ako i samo ako je 5n2 + 4 ili 5n2 − 4 potpun
kvadrat.

35.† Dokazati da postoji jedinstvena trojka prirodnih brojeva a, b, c koja zadovoǉava uslove: b < a, c < a i za
svako prirodno n broj Fn − nbcn je deǉiv sa a.

36.† Fp−1 ≡ 0 (mod p) za p = 5k± 1 ili Fp+1 ≡ 0 (mod p) za p = 5k± 2, p > 1 va�i ako i samo ako je p prost broj.
Dokazati.

37. Dokazati da za svako n ∈ Z va�i
∥∥∥∥
1 1
1 0

∥∥∥∥
n

=
∥∥∥∥
Fn+1 Fn

Fn Fn−1

∥∥∥∥.

38. Dokazati da ∀n ∈ N va�i

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 0 0 . . . 0 0
−1 1 1 0 . . . 0 0
0 −1 1 1 . . . 0 0
0 0 −1 1 . . . 0 0
...

...
...

...
. . .

...
...

0 0 0 0 . . . 1 1
0 0 0 0 . . . −1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= Fn+1, gde je determinanta reda n.

39. Dokazati da brojevi (FnFn+3, 2Fn+1Fn+2, Fn+1
2 + Fn+2

2) predstavǉaju Pitagorinu trojku.
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4 Rexeǌa, uputstva, rezultati
1.1. Ovaj zadatak �emo uraditi na 3 naqina.

I naqin (Pomo�u matematiqke indukcije):
Oznaqimo sa an = 5n + 2n+1 i poka�imo tvr�eǌe da 3 | an za svako n ∈ N.
1◦ Baza indukcije. Za n = 1 imamo da je a1 = 51 + 22 = 9 xto je deǉivo sa 3. X
2◦ Indukcijska pretpostavka. Pretpostavimo da tvr�eǌe va�i za neko n = k: 3 | ak.
3◦ Indukcijski korak . Poka�imo da tvr�eǌe va�i i za n = k + 1:

ak+1 = 5k+1 + 2k+2 = 5 · 5k + 2 · 2k+1 = 3 · 5k + 2 · 5k + 2 · 2k+1 = 3 · 5k + 2ak,

a taj broj je deǉiv sa 3 jer je prvi sabirak umno�ak broja 3, a za drugi po indukcijskoj pretpostavci imamo
3 | ak. X
Stoga po principu matematiqke indukcije je broj an = 5n + 2n+1 deǉiv sa 3 za svako n ∈ N.

II naqin (Pomo�u rekurentnih nizova):
Ako je an = 5n + 2n+1 = 1 · 5n + 2 · 2n opxte rexeǌe rekurentne jednaqine, onda su 5 i 2 nule karakteristiqne
jednaqine, tj. karakteristiqna jednaqina je (t − 5)(t − 2) = 0, odnosno t2 − 7t + 10 = 0. Odatle dobijamo da je
rekurentna jednaqina an+1−7an +10an−1 = 0, odnosno an+1 = 7an−10an−1. Doka�imo matematiqkom indukcijom
tipa k − 1, k 7→ k + 1 da su onda svi qlanovi niza {an} deǉivi sa 3.
1◦ Za n = 1 i n = 2 imamo da je a1 = 51 + 22 = 9 i a2 = 52 + 23 = 33, xto je deǉivo sa 3. X
2◦ Pretpostavimo da tvr�eǌe va�i za neko n = k − 1 i n = k: 3 | ak−1, 3 | ak.
3◦ Za n = k + 1 imamo da je i ak+1 = 7ak − 10ak−1 deǉivo sa 3 jer su oba qlana po indukcijskoj pretpostavci
deǉivi sa 3. X
Stoga po principu matematiqke indukcije su svi qlanovi niza an = 5n + 2n+1 deǉivi sa 3.

III naqin (Pomo�u kongruencija po modulu):

5n + 2n+1 ≡ 2n + 2 · 2n ≡ (1 + 2)2n ≡ 0 (mod 3).

1.2. I ovaj zadatak �emo uraditi na 3 naqina.
I naqin (Pomo�u matematiqke indukcije):

Oznaqimo sa an = 32n+2 − 8n− 9 i poka�imo tvr�eǌe da 64 | an za svako n ∈ N.
1◦ Baza indukcije. Za n = 0 (mo�emo uzeti n = 1, ali bi imali vixe da raqunamo, a sa ovakvom bazom �emo
pokazati tvr�eǌe za svako n ∈ N0) imamo da je a0 = 32 − 8 · 0− 9 = 0 xto je deǉivo sa 64. X
2◦ Indukcijska pretpostavka. Pretpostavimo da tvr�eǌe va�i za neko n = k: 64 | ak.
3◦ Indukcijski korak . Poka�imo da tvr�eǌe va�i i za n = k + 1:

ak+1 = 32k+4 − 8(k + 1)− 9 = 9 · 32k+2 − 8k − 17 = 9 · (32k+2 − 8k − 9) + 64k + 64 = 9 · ak + 64k + 64,

a taj broj je deǉiv sa 64. X
Stoga po principu matematiqke indukcije je broj an = 32n+2 − 8n− 9 deǉiv sa 64 za svako n ∈ N0.

II naqin (Pomo�u rekurentnih nizova):
Ako je an = 32n+2 − 8n − 9 = 9 · 9n − 9 · 1n − 8 · n · 1n opxte rexeǌe rekurentne jednaqine, onda je 9 nula, a
1 dvostruka nula karakteristiqne jednaqine, tj. karakteristiqna jednaqina je (t − 9)(t − 1)2 = 0, odnosno
t3 − 11t2 + 19t − 9 = 0. Odatle dobijamo da je rekurentna jednaqina an+1 − 11an + 19an−1 − 9an−2 = 0, odnosno
an+1 = 11an − 19an−1 + 9an−2. Doka�imo matematiqkom indukcijom tipa k − 2, k − 1, k 7→ k + 1 da su onda svi
qlanovi niza {an} deǉivi sa 64.
1◦ Za n = 0, n = 1 i n = 2 imamo da je a0 = 0, a1 = 34 − 8 · 1− 9 = 64 i a2 = 36 − 8 · 2− 9 = 704 = 64 · 11. X
2◦ Pretpostavimo da tvr�eǌe va�i za neko n = k − 2, n = k − 1 i n = k: 64 | ak−2, 64 | ak−1, 64 | ak.
3◦ Za n = k + 1 imamo da je i ak+1 = 11ak − 19ak−1 + 9ak−2 deǉivo sa 64 jer su sva tri qlana po indukcijskoj
pretpostavci deǉivi sa 64. X
Stoga po principu matematiqke indukcije su svi qlanovi niza an = 32n+2 − 8n− 9 deǉivi sa 64.

III naqin (Pomo�u kongruencija po modulu):
an = 32n+2 − 8n− 9 = 9n+1 − 8n− 9. Kako je 91 ≡ 9 (mod 64), 92 ≡ 81 ≡ 17 (mod 64), 93 ≡ 17 · 9 = 153 ≡ 25 (mod 64),
94 ≡ 25 · 9 = 225 ≡ 33 (mod 64), 95 ≡ 33 · 9 = 297 ≡ 41 (mod 64), 96 ≡ 41 · 9 = 369 ≡ 49 (mod 64), 97 ≡ 49 · 9 = 441 ≡
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57 (mod 64) i 98 ≡ 57 · 9 = 513 ≡ 1 (mod 64) dobijamo da je

9n ≡





1 za n = 8k
9 za n = 8k + 1
17 za n = 8k + 2
25 za n = 8k + 3
33 za n = 8k + 4
41 za n = 8k + 5
49 za n = 8k + 6
57 za n = 8k + 7

(mod 64).

Odatle sledi da je

an = 9n+1 − 8n− 9 ≡





9− 0− 9 ≡ 0 za n = 8k
17− 8− 9 ≡ 0 za n = 8k + 1
25− 16− 9 ≡ 0 za n = 8k + 2
33− 24− 9 ≡ 0 za n = 8k + 3
41− 32− 9 ≡ 0 za n = 8k + 4
49− 40− 9 ≡ 0 za n = 8k + 5
57− 48− 9 ≡ 0 za n = 8k + 6
1− 56− 9 ≡ 0 za n = 8k + 7

(mod 64),

odnosno broj an = 9n+1 − 8n− 9 ≡ 0 (mod 64) za svako n ∈ N.

1.3. Svaki deo ovog zadatka mo�e se uraditi na 3 naqina (pomo�u matematiqke indukcije, rekurentnih nizova
i kongruencija po modulu) sliqno kao i prethodna dva zadatka.

1.4. I naqin (Pomo�u matematiqke indukcije):
Oznaqimo sa an = n6 − 3n5 + 6n4 − 7n3 + 5n2 − 2n i poka�imo tvr�eǌe da 24 | an za svako n ∈ N0.
1◦ Baza indukcije. Za n = 0 imamo da je a0 = 0 xto je deǉivo sa 24. X
2◦ Indukcijska pretpostavka. Pretpostavimo da tvr�eǌe va�i za neko n = k: 24 | ak.
3◦ Indukcijski korak . Poka�imo da tvr�eǌe va�i i za n = k + 1:

ak+1 = (k + 1)6 − 3(k + 1)5 + 6(k + 1)4 − 7(k + 1)3 + 5(k + 1)2 − 2(k + 1)
= (k6 + 6k5 + 15k4 + 20k3 + 15k2 + 6k + 1)− 3(k5 + 5k4 + 10k3 + 10k2 + 5k + 1) + 6(k4 + 4k3 + 6k2 + 4k + 1)−

−7(k3 + 3k2 + 3k + 1) + 5(k2 + 2k + 1)2 − 2(k + 1)
= k6 + 3k5 + 6k4 + 7k3 + 5k2 + 2k

= (k6 − 3k5 + 6k4 − 7k3 + 5k2 − 2k) + 2(3k5 + 7k3 + 2k)

prvi sabirak je deǉiv sa 24 po indukcijskoj pretpostavci, a za drugi �emo matematiqkom indukcijom pokazati
da je bn = 3n5 + 7n3 + 2n deǉiv sa 12:

1◦ Za n = 0 imamo da je b0 = 0 xto je deǉivo sa 12. X
2◦ Pretpostavimo da tvr�eǌe va�i za neko n = k: 12 | bk.

3◦ Poka�imo da tvr�eǌe va�i i za n = k + 1:

bk+1 = 3(k + 1)5 + 7(k + 1)3 + 2(k + 1)
= 3(k5 + 5k4 + 10k3 + 10k2 + 5k + 1) + 7(k3 + 3k2 + 3k + 1) + 2(k + 1)
= 3k5 + 15k4 + 37k3 + 51k2 + 38k + 12
= (3k5 + 7k3 + 2k) + 12(k4 + 2k3 + 4k2 + 3k + 1) + 3(k4 + 2k3 + k2)

prvi sabirak je deǉiv sa 12 po indukcijskoj pretpostavci, drugi je oqigledno deǉiv sa 12, a za tre�i
�emo matematiqkom indukcijom pokazati da je cn = n4 + 2n3 + n2 deǉiv sa 4:

1◦ Za n = 0 imamo da je c0 = 0 xto je deǉivo sa 4. X
2◦ Pretpostavimo da tvr�eǌe va�i za neko n = k: 4 | ck.
3◦ Poka�imo da tvr�eǌe va�i i za n = k + 1:

ck+1 = (k + 1)4 + 2(k + 1)3 + (k + 1)2

= (k4 + 4k3 + 6k2 + 4k + 1) + 2(k3 + 3k2 + 3k + 1) + (k2 + 2k + 1)
= k4 + 6k3 + 13k2 + 12k + 4
= (k4 + 2k3 + k2) + 4(k3 + 3k2 + 3k + 1)

Prvi sabirak je deǉiv sa 4 po indukcijskoj pretpostavci, drugi je oqigledno deǉiv sa 4.
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Ovim smo pokazali da je cn uvek deǉiv sa 4, a samim tim je bn uvek deǉiv sa 12, a samim tim je i an uvek
deǉiv sa 24, xto je i trebalo pokazati.
(Umesto ovog matematiqari stavǉaju i samo ”q.e.d.”, xto je skra�enica latinskog ”quod erat demonstrantum”
koje bax znaqi ”xto je i trebalo pokazati”. Ova reqenica, ili samo ”q.e.d.”, se nalazi na kraju velikog broja
dokaza.) X

II naqin (Pomo�u teorije brojeva):
U ovom rexeǌu najve�i problem je kako do�i do slede�e faktorizacije:

an = n6 − 3n5 + 6n4 − 7n3 + 5n2 − 2n = n(n− 1)(n2 − n + 1)(n2 − n + 2) = n(n− 1) (n(n− 1) + 1) (n(n− 1) + 2) .

Ovo je proizvod tri uzastopna broja, n(n − 1), n(n − 1) + 1 i n(n − 1) + 2, pa je deǉiv sa 3. Broj n(n − 1) je
paran (kao proizvod dva uzastopna broja), pa su n(n− 1) i n(n− 1) + 2 dva uzastopna parna broja pa je jedan
od ǌih deǉiv i sa 4, te je ǌihov proizvod deǉiv sa 8. Dakle, tra�eni broj je deǉiv sa 24, q.e.d.

1.5. Fiksirajmo brojeve x, y ∈ N (x 6= y) i tvr�eǌe xn − yn je deǉivo sa x− y pokazujemo indukcijom po n.
1◦ Za n = 1 imamo da je x1 − y1 = x− y deǉivo sa x− y. X
2◦ Pretpostavimo da tvr�eǌe va�i za sve prirodne n ≤ k: xn − yn deǉivo sa x− y.
3◦ Poka�imo da tvr�eǌe va�i i za n = k + 1:

xk+1 − yk+1 = x(xk − yk) + y(xk − yk) + x · yk − y · xk = x(xk − yk) + y(xk − yk) + xy(xk−1 − yk−1),

a svi ovi brojevi su deǉivi sa x− y po indukcijskoj pretpostavci. X
Stoga po principu matematiqke indukcije je xn − yn deǉivo sa x− y za sve prirodne brojeve x, y (x 6= y) i n.

Napomena: tvr�eǌe ovog zadatka smo mogli i odmah da dobijemo iz formule

xn − yn = (x− y)(xn−1 + xn−2y + . . . + xyn−2 + yn−1),

ali smo ve�bali dokazivaǌe matematiqkom indukcijom.

1.6. Tvr�eǌe n | m(m + 1) . . . (m + n − 1) = am pokazujemo indukcijom po m (najmaǌi od tih uzastopnih n
brojeva):
1◦ Za m = 0 imamo da n | a0 = 0. X
2◦ Pretpostavimo da tvr�eǌe va�i za m = k: n | k(k + 1) . . . (k + n− 1) = ak.
3◦ Poka�imo da tvr�eǌe va�i i za m = k + 1:

ak+1 = (k + 1)(k + 2) . . . (k + n− 1)(k + n) = (k + 1)(k + 2) . . . (k + n− 1) · k + (k + 1)(k + 2) . . . (k + n− 1) · n
= ak + n · (k + 1)(k + 2) . . . (k + n− 1),

ak je deǉiv sa n po indukcijskoj pretpostavci, a drugi sabirak ima faktor n, pa je i ak+1 deǉivo sa n. X
Stoga je po principu matematiqke indukcije proizvod svakih n uzastopnih prirodnih brojeva deǉiv sa n.

1.7. Oznaqimo sa an = (n + 1)(n + 2) . . . (2n).
I naqin (Pomo�u matematiqke indukcije):

Dokazujemo tvr�eǌe 2n | an i 2n+1 - an za svako n ∈ N indukcijom.
1◦ Za n = 1 imamo da 21 | a1 = 2 i 22 - a1 = 2. X
2◦ Pretpostavimo da tvr�eǌe va�i za n = k: 2k | ak i 2k+1 - ak.
3◦ Poka�imo da tvr�eǌe va�i i za n = k + 1:

ak+1 = (k + 2)(k + 3) . . . (2k)(2k + 1)(2k + 2) = 2 · (2k + 1) · (k + 1)(k + 2) . . . (2k) = 2 · (2k + 1) · ak

pa dobijamo da 2k+1 | ak+1 i 2k+2 - ak+1. X
Stoga je po principu matematiqke indukcije proizvod an = (n + 1)(n + 2) . . . (2n) deǉiv sa 2n, a nije sa 2n+1.

II naqin (Direktno):

an = (n + 1)(n + 2) . . . (2n) =
(2n)!
n!

= 2n · (2n)!
2n · n!

= 2n · 1 · 2 · 3 · . . . · (2n)
2 · 4 · 6 · . . . · (2n)

= 2n · (1 · 3 · 5 · . . . · (2n− 1)) .

1.8. I naqin (Pomo�u matematiqke indukcije):

1◦ Za n = 2 imamo da 222 − 1 = 24 − 1 = 15, pa 15 | 222 − 1. X
2◦ Pretpostavimo da tvr�eǌe va�i za n = k: 15 | 22k

.
3◦ Poka�imo da tvr�eǌe va�i i za n = k + 1:

22k+1 − 1 = 22k·2 − 1 =
(
22k

)2

− 1 =
(
22k − 1

)(
22k

+ 1
)
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pa dobijamo da 15 | 22k+1 − 1 jer je prvi faktor deǉiv sa 15 po indukcijskoj pretpostavci. X
Stoga je po principu matematiqke indukcije broj 22n − 1 deǉiv sa 15 za svaki prirodan broj n.

II naqin (Pomo�u kongruencija):

an = 22n − 1 = 22·2n−1 − 1 = 42n−1 − 1 = 42·2n−2 − 1 = 162n−2 − 1. Kako je 16 ≡ 1 (mod 15) i n− 2 ≥ 2− 2 = 0 dobijamo
da je i 162n−2 ≡ 1 (mod 15), xto daje an ≡ 0 (mod 15).

1.9. Oznaqimo sa an = 32n − 1
1◦ Za n = 1 imamo da a1 = 321 − 1 = 32 − 1 = 8, pa 23 | a1 = 8 i 24 - a1 = 8. X
2◦ Pretpostavimo da tvr�eǌe va�i za n = k: 2k+2 | ak i 2k+3 - ak.
3◦ Poka�imo da tvr�eǌe va�i i za n = k + 1:

ak+1 = 32k+1 − 1 = 32k·2 − 1 =
(
32k

)2

− 1 =
(
32k − 1

)(
32k

+ 1
)

.

Po indukcijskoj pretpostavci prvi faktor je deǉiv sa 2k+2, a nije sa 2k+3. Drugi faktor je, tako�e po

induktivnoj hipotezi, jednak
(
32k

+ 1
)

=
(
32k − 1

)
+ 2 = 2k+2 ·N + 2 (gde je N neparan broj), pa dobijamo da je

on deǉiv sa 2, a nije sa 4. To nam zajedno (2k+2 · 2 = 2k+3) daje da 2k+3 | ak+1 i 2k+4 - ak+1. X
Stoga je po principu matematiqke indukcije broj 32n−1 deǉiv sa 2n+2, a nije deǉiv sa 2n+3, za svaki prirodan
broj n.

1.10. I naqin (Pomo�u matematiqke indukcije):
1◦ Za n = 1 iz skupa {1, 2} biramo 2 broja, tj. i S = {1, 2}, pa imamo da a = 1 | 2 = b. X
2◦ Pretpostavimo da tvr�eǌe va�i za n = k: u svakom podskupu S ⊆ {1, 2, . . . , 2k} sa k + 1 elemenata postoje 2
elementa a i b takvi da a | b.
3◦ Poka�imo da tvr�eǌe va�i i za n = k + 1: iz skupa {1, 2, . . . , 2k, 2k + 1, 2k + 2} biramo k + 2 broja u skup S.
Sada imamo 2 sluqaja: 1) ako bar jedan od brojeva 2k + 1 i 2k + 2 nije u S i 2) ako su oba broja 2k + 1 i 2k + 2
u S. U sluqaju 1) imamo da je u S k + 1 (ili k + 2 ako nijedan nije izabran u S) broj iz skupa {1, 2, . . . , 2k}, pa
po induktivnoj hipotezi imamo da postoje a, b ∈ S takvi da a | b. U sluqaju 2) ukoliko je i broj k + 1 ∈ S onda
mo�emo uzeti a = k+1 i b = 2k+2, pa a | b. Ukoliko k+1 6∈ S onda napravimo skup S′ = S\{2k+1, 2k+2}∪{k+1}.
Skup S′ ima k + 1 element, pa po indukcijskoj hipotezi u ǌemu postoje 2 broja tako da a′ | b′. Ne mo�e biti
a′ = k +1 jer bi onda bilo b′ ≥ 2(k +1), a takvi brojevi nisu u S′. Ako je b′ 6= k +1 onda uzimamo a = a′ i b = b′,
a ako je b′ = k + 1 onda uzimamo a = a′ i b = 2k + 2. Na taj naqin smo dobili dva broja a i b iz skupa S koji
ima k + 2 elementa tako da a | b. X
Stoga je po principu matematiqke indukcije uvek mogu�e izabrati iz S ⊆ N2n dva razliqita broja, tako da
jedan od ǌih deli drugog.

II naqin (Kombinatorni): Razbijmo skup N2n na slede�ih n podskupova:

N2n = {1, 2, 4, . . .} ∪ {3, 6, . . .} ∪ {5, 10, . . .} ∪ . . . ∪ {2n− 3} ∪ {2n− 1}
(u svakom od tih podskupova prvo ide neparan broj N , pa zatim 2 ·N , pa 4 ·N i tako do najve�eg broja oblika
2m ·N koji je maǌi ili jednak sa 2n). Kako u skup S biramo n + 1 element, po Dirihleovom principu (videti
zadatak 1.45) ima�emo da smo iz bar jednog od tih n skupova izabrali dva elementa (ili vixe od 2). Ta dva
elementa �e biti oblika a = N · 2α i b = N · 2β, gde je N neparan broj i α < β, pa dobijamo da a | b.

1.11. 1◦ Za n = 2 imamo da je n prost. X
2◦ Pretpostavimo da tvr�eǌe va�i za sve n, 2 ≤ n ≤ k: da su svi ti brojevi ili prosti ili proizvod prostih
brojeva.
3◦ Poka�imo da tvr�eǌe va�i i za n = k + 1. Imamo 2 sluqaja: 1) n = k + 1 je prost i 2) n = k + 1 je slo�en.
Ukoliko je n = k + 1 prost tvr�eǌe zadatka va�i. Ukoliko je n = k + 1 slo�en on se mo�e predstaviti u
obliku n = n1 · n2, gde za brojeve n1 i n2 va�i 1 < n1, n2 < n = k + 1. Po indukcijskoj hipotezi imamo da
je svaki od brojeva n1 i n2 ili prost ili proizvod prostih brojeva, pa dobijamo da je i n = k + 1 = n1 · n2

proizvod prostih brojeva. Time smo u oba sluqaja pokazali da tvr�eǌe va�i i za n = k + 1. X
Stoga je po principu matematiqke indukcije svaki prirodan broj ve�i ili jednak 2 ili prost ili proizvod
prostih brojeva.

1.12. 1◦ Za n = 1 imamo da je (1 +
√

2)1 = 1 + 1 · √2, tj. a = b = 1. X
2◦ Pretpostavimo da tvr�eǌe va�i za n = k: (1 +

√
2)k = ak + bk

√
2, gde su ak, bk ∈ N.

3◦ Poka�imo da tvr�eǌe va�i i za n = k + 1:

(1 +
√

2)k+1 = (1 +
√

2)k · (1 +
√

2) = (ak + bk

√
2) · (1 +

√
2) = (ak + 2bk) + (ak + bk)

√
2,

odnosno dobijamo da je ak+1 = ak + 2bk i bk+1 = ak + bk, pa su i ak+1, bk+1 ∈ N. X
Stoga je po principu matematiqke indukcije za svaki prirodan broj n ispuǌeno da je (1 +

√
2)n = a + b

√
2, gde
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su a, b ∈ N.
Napomena: Potpuno analogno se pokazuje i da je (

√
2−1)n = b

√
2−a. Kada pomno�imo ovu i prethodnu jednakost

dobijamo

1 =
(√

2
2 − 12)

)n

=
(
(
√

2 + 1)(
√

2− 1)
)n

= (
√

2 + 1)n(
√

2− 1)n = (b
√

2 + a)(b
√

2− a) = 2b2 − a2.

Zbog toga je 1+a2 = 2b2, pa je mogu�e pretstavǉaǌe kao zbir (razlika) korena dva uzastopna prirodna broja:

(
√

2± 1)n =
√

a2 ±
√

a2 + 1 =
√

2b2 − 1±
√

2b2.

1.13. 1◦ Za n = 1 imamo da je 21 = 2 > 1. X
2◦ Pretpostavimo da tvr�eǌe va�i za n = k: 2k > k.
3◦ Poka�imo da tvr�eǌe va�i i za n = k + 1:

2k+1 = 2 · 2k >
(2◦)

2 · k = k + k >
(k>1)

k + 1. X

Stoga je po principu matematiqke indukcije za svaki prirodan broj n ispuǌeno da je 2n > n.
Napomena: Na isti naqin smo mogli da poka�emo i stro�iju nejednakost 2n > n.

1.14. Prvo �emo napraviti tablicu vrednosti od 2n i n2 za razne vrednosti n:

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 . . .
2n 1 2 4 8 16 32 64 128 256 . . .
n2 0 1 4 9 16 25 36 49 64 . . .

Znaqi tvr�eǌe va�i za n = 0 i n = 1, a mo�emo pretpostaviti da va�i za sve brojeve n > 5 – xto �emo
pokazati matematiqkom indukcijom.
1◦ Za n = 5 imamo da je 25 = 32 > 25 = 52. X
2◦ Pretpostavimo da tvr�eǌe va�i za n = k > 5: 2k > k2.
3◦ Poka�imo da tvr�eǌe va�i i za n = k + 1:

2k+1 = 2 · 2k > 2 · k2

(2◦)
= k2 + k2 > k2

(k>3)
+ 3k > k2

(k>1)
+ 2k + 1 = (k + 1)2. X

Stoga po principu matematiqke indukcije za svaki prirodan broj n > 5 va�i 2n > n2.

1.15. 1◦ Za n = 2 imamo da je (1 + a)2 = 1 + 2a + a2 > 1 + 2a jer je a 6= 0 pa je a2 > 0. X
2◦ Pretpostavimo da tvr�eǌe va�i za n = k: (1 + a)k > 1 + ka.
3◦ Poka�imo da tvr�eǌe va�i i za n = k + 1:

(1 + a)k+1 = (1 + a) · (1 + a)k >
(2◦)

(1 + a) · (1 + ka) = 1 + (k + 1)a + ka2 >
(k>2,a2>0)

1 + (k + 1)a. X

Stoga je po principu matematiqke indukcije za svaki prirodan broj n ispuǌeno da je (1 + a)n > 1 + na.

1.16. 1◦ Za n = 2 imamo da je
√

p2 +
√

q2 = p + q =
√

(p + q)2 (ovde nema apsolutnih vrednosti jer su p, q ∈ R+),
odnosno

√
p2 +

√
q2 6

√
(p + q)2. X

2◦ Pretpostavimo da tvr�eǌe va�i za n = k:
√

pk +
√

qk 6
√

(p + q)k.
3◦ Poka�imo da tvr�eǌe va�i i za n = k + 1: Kako je

√
p <

√
p + q i

√
q <

√
p + q imamo

√
pk+1 +

√
qk+1 =√

pk · √p +
√

qk · √q <
√

pk · √p + q +
√

qk · √p + q = (
√

pk +
√

qk)
√

p + q 6
(2◦)

√
(p + q)k · √p + q =

√
(p + q)k+1. X

Stoga je po principu matematiqke indukcije za svaki prirodan broj n ispuǌeno da je
√

pn +
√

qn =
√

(p + q)n.

1.17. 1◦ Za n = 1 imamo da je
(

x + y

2

)1

=
x + y

2
=

x1 + y1

2
. X

2◦ Pretpostavimo da tvr�eǌe va�i za n = k:
(

x + y

2

)k

6 xk + yk

2
.

3◦ Poka�imo da tvr�eǌe va�i i za n = k + 1:
(

x + y

2

)k+1

=
(

x + y

2

)
·
(

x + y

2

)k

6
(

x + y

2

)
xk + yk

2
=

xk+1 + yk+1 + xyk + yxk

4

=
xk+1 + yk+1

2
+

xyk + yxk − xk+1 − yk+1

4
=

xk+1 + yk+1

2
+

(y − x)(xk − yk)
4
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Kako je posledǌi qlan uvek nepozitivan, tj. (y − x)(xk − yk) 6 0 (za x = y taj qlan je jednak 0; za x > y imamo
y − x < 0 i xk − yk > 0; za x < y imamo y − x > 0 i xk − yk < 0) dobijamo da je

(
x + y

2

)k+1

6 xk+1 + yk+1

2
. X

Stoga je po principu matematiqke indukcije za svaki prirodan broj n ispuǌeno da je
(

x + y

2

)n

6 xn + yn

2
.

1.18. a) 1◦ Za n = 1 imamo da je
1√
1

= 1 =
√

1. X

2◦ Pretpostavimo da tvr�eǌe va�i za n = k:
1√
1

+ . . . +
1√
k

>
√

k.

3◦ Poka�imo da tvr�eǌe va�i i za n = k + 1: Kako je
√

k(k + 1) >
√

k2 = k imamo

1√
1

+ . . . +
1√
k

+
1√

k + 1
>

(2◦)

√
k +

1√
k + 1

=
1 +

√
k(k + 1)√
k + 1

>
1 + k√
k + 1

=
√

k + 1. X

Stoga je po principu matematiqke indukcije
1√
1

+
1√
2

+
1√
3

+ . . . +
1√
n

> √
n, n ∈ N.

b) Ovaj deo se ne mo�e pokazati indukcijom. Nejednakost je taqna, qak se mo�e i postro�iti:(
1

n + 1
+

1
n + 2

+
1

n + 3
+ . . . +

1
2n

)2

< (ln 2)2 ≈ 0.480453, ali to �emo pokazivati preko razvoja funkcije u red

(gradivo IV razreda).

v) 1◦ Za n = 1 je
1

1 + 1
=

1
2
. X

2◦ Pretpostavimo da tvr�eǌe va�i za n = k:
1

k + 1
+

1
k + 2

+ . . . +
1
2k

<
1
2
.

3◦ Poka�imo da tvr�eǌe va�i i za n = k + 1:

1
k + 2

+
1

k + 3
+ . . . +

1
2k

+
1

2k + 1
+

1
2k + 2

=
(

1
k + 1

+
1

k + 2
+ . . . +

1
2k

)
− 1

k + 1
+

1
2k + 1

+
1

2k + 2
=

=
(

1
k + 1

+
1

k + 2
+ . . . +

1
2k

)
+

1
2k + 1

− 1
2k + 2

> 1
2

+ 0 =
1
2
. X

Stoga je po principu matematiqke indukcije
1

n + 1
+

1
n + 2

+ . . . +
1
2n

> 1
2
.

g) Ovaj deo se isto pokazuje kao i prethodni samo je razliqita baza indukcije.

1◦ Za n = 2 je
1

2 + 1
+

1
2 · 2 =

7
12

>
13
24

. X

2◦ Pretpostavimo da tvr�eǌe va�i za n = k:
1

k + 1
+

1
k + 2

+ . . . +
1
2k

<
13
24

.

3◦ Poka�imo da tvr�eǌe va�i i za n = k + 1:

1
k + 2

+
1

k + 3
+ . . . +

1
2k

+
1

2k + 1
+

1
2k + 2

=
(

1
k + 1

+
1

k + 2
+ . . . +

1
2k

)
− 1

k + 1
+

1
2k + 1

+
1

2k + 2
=

=
(

1
k + 1

+
1

k + 2
+ . . . +

1
2k

)
+

1
2k + 1

− 1
2k + 2

>
13
24

+ 0 =
13
24

. X

Stoga je po principu matematiqke indukcije
1

n + 1
+

1
n + 2

+ . . . +
1
2n

>
13
24

.

d) Oznaqimo sa f(n) =
1
n

+
1

n + 1
+

1
n + 2

+ . . . +
1
n2

.

1◦ Za n = 2 imamo da je f(2) =
1
2

+
1
3

+
1
4

=
13
12

> 1. X

2◦ Pretpostavimo da tvr�eǌe va�i za n = k:
1
k

+
1

k + 1
+

1
k + 2

+ . . . +
1
k2

> 1.

3◦ Poka�imo da tvr�eǌe va�i i za n = k + 1:

f(k +1)−f(k) =
1

k2 + 1
+

1
k2 + 2

+ . . .+
1

(k + 1)2
− 1

k
>

1
(k + 1)2

+
1

(k + 1)2
+ . . . +

1
(k + 1)2︸ ︷︷ ︸

2k+1

− 1
k

= (2k +1) · 1
(k + 1)2

− 1
k

.
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Odnosno dobijamo f(k + 1)− f(k) =
k2 − k − 1
k(k + 1)2

> 0, pa je f(k + 1) > f(k) > 1. X

Stoga je po principu matematiqke indukcije
1

n + 1
+

1
n + 2

+ . . . +
1
n2

> 1.

1.19. a) 1◦ Za n = 4 imamo da je 4! = 24 > 16 = 24. X
2◦ Pretpostavimo da tvr�eǌe va�i za n = k: k! > 2k.
3◦ Poka�imo da tvr�eǌe va�i i za n = k + 1: (k + 1)! = k! · (k + 1) >

(2◦)
2k · (k + 1) >

(k>4)
2k · 2 > 2k+1. X

Stoga je po principu matematiqke indukcije za svaki prirodan broj n > 4 ispuǌeno da je n! > 2n.
b) 1◦ Za n = 3 imamo da je 3! = 6 < 9 = 32. X
2◦ Pretpostavimo da tvr�eǌe va�i za n = k: k! < kk−1.
3◦ Poka�imo da tvr�eǌe va�i i za n = k +1: (k +1)! = k! · (k +1) <

(2◦)
kk−1 · (k +1) < (k +1)k−1 · (k +1) = (k +1)k. X

Stoga je po principu matematiqke indukcije za svaki prirodan broj n > 3 ispuǌeno da je n! < nn−1.

1.20. a) 1◦ Za n = 1 imamo
1
2

=
√

1
4
. X

2◦ Pretpostavimo da tvr�eǌe va�i za n = k:
1 · 3 · 5 · . . . · (2k − 1)

2 · 4 · 6 · . . . · (2k)
6

√
1

3k + 1
.

3◦ Poka�imo da tvr�eǌe va�i i za n = k + 1:
1 · 3 · 5 · . . . · (2k − 1) · (2k + 1)

2 · 4 · 6 · . . . · (2k) · (2k + 2)
6

√
1

3k + 1
· 2k + 1
2k + 2

6
√

1
3(k + 1) + 1

.

Prva nejednakost va�i po indukcijskoj pretpostavci, a druga jer kad kvadriramo imamo slede�i niz ekviva-
lencija:

√
1

3k + 1
· 2k + 1
2k + 2

6
√

1
3(k + 1) + 1

⇔ 1
3k + 1

·
(

2k + 1
2k + 2

)2

6 1
3(k + 1) + 1

⇔ 1
3k + 4

− 1
3k + 1

·
(

2k + 1
2k + 2

)2

> 0 ⇔ k

(3k + 4)(3k + 1)(2k + 2)2
> 0.X

Stoga po principu matematiqke indukcije za svaki prirodan broj n va�i
1 · 3 · 5 · . . . · (2n− 1)

2 · 4 · 6 · . . . · (2n)
6

√
1

3n + 1
.

b) 1◦ Za n = 1 imamo
3
5

=
√

9
25

<

√
3
7
. X

2◦ Pretpostavimo da tvr�eǌe va�i za n = k:
3 · 7 · 11 · . . . · (4k − 1)
5 · 9 · 13 · . . . · (4k + 1)

<

√
3

4k + 3
.

3◦ Za n = k +1 analogno kao u delu pod a) dobijamo:
3 · 7 · 11 · . . . · (4k − 1)(4k + 3)
5 · 9 · 13 · . . . · (4k + 1)(4k + 5)

<

√
3

4k + 3
· 4k + 3
4k + 5

<

√
3

4k + 7
,

a posledǌa nejednakost je ekvivalentna sa
√

3
4k + 3

· 4k + 3
4k + 5

<

√
3

4k + 7
⇔ 4

(4k + 5)2(4k + 7)
> 0.

Po principu matematiqke indukcije za svaki prirodan broj n va�i
3 · 7 · 11 · . . . · (4n− 1)
5 · 9 · 13 · . . . · (4n + 1)

<

√
3

4n + 3
.

1.21. I naqin (Qistom matematiqkom indukcijom):

1◦ Za n = 1 imamo
1
2

< 1. X

2◦ Pretpostavimo da tvr�eǌe va�i za n = k: 1
2 +

(
1
2

)2 + . . . +
(

1
2

)k
< 1.

3◦ Poka�imo da tvr�eǌe va�i i za n = k+1. Ako bismo samo dodali novi qlan ne bismo mogli da iskoristimo
induktivnu pretpostavku, jer dodavaǌem jox jednog qlana nova suma bi mogla da pre�e 1! Ali taj izraz
mo�emo da grupixemo na slede�i naqin:

1
2

+
(

1
2

)2

+ . . . +
(

1
2

)n

+
(

1
2

)n+1

=
1
2

(
1 +

1
2

+
(

1
2

)2

+ . . . +
(

1
2

)n
)

<
1
2
(1 + 1) = 1. X

Stoga po principu matematiqke indukcije za svaki prirodan broj n va�i 1
2 +

(
1
2

)2 + . . . +
(

1
2

)n
< 1.

II naqin (Pomo�u identiteta koji dokazujemo matematiqkom indukcijom):

Pokaza�emo da za sumu prvih n qlanova geometrijske progresije (gde je q 6= 1) va�i: q+q2+ . . .+qn =
q(1− qn)

1− q
.

1◦ Za n = 1 imamo q =
q(1− q)
1− q

. X
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2◦ Pretpostavimo da tvr�eǌe va�i za n = k: q + q2 + . . . + qk =
q(1− qk)

1− q
.

3◦ Za n = k + 1 dobijamo: q + q2 + . . . + qk + qk+1 =
q(1− qk)

1− q
+ qk+1 =

q − qk+1 + qk+1 + qk+2

1− q
=

q(1− qk+1)
1− q

. X

Po principu matematiqke indukcije za svaki prirodan broj n va�i q + q2 + . . . + qn =
q(1− qn)

1− q
.

U naxem zadatku je q =
1
2
, pa dobijamo da je

1
2

+
(

1
2

)2

+ . . . +
(

1
2

)n

=
1
2 (1− (

1
2

)n)
1− 1

2

= 1−
(

1
2

n)
< 1.

1.22. Ovo je potpuno isti zadatak kao 20. a)

1.23. Ovde imamo dva tipa matematiqke indukcije: sa n na 2n i regresivnu sa n na n− 1 (odnosno imamo dva
razliqita induktivna koraka).
1◦ Za n = 1 imamo

a1

1
= a1 = 1

√
a1. X

Za n = 2 imamo
a1 + a2

2
> √

a1a2 ⇔
(√

a1 +
√

a2

)2

2
> 0. X

2◦ Pretpostavimo da tvr�eǌe va�i za n = k:
a1 + a2 + . . . + ak

k
> k
√

a1a2 · . . . · ak.
3◦ Poka�imo da tvr�eǌe va�i i za n = 2k:

a1 + a2 + . . . + ak + ak+1 + . . . + a2k

2k
=

a1 + . . . + ak

k
+

ak+1 + . . . + a2k

k
2

>
(2◦)

k
√

a1 · . . . · ak + k
√

ak+1 · . . . · a2k

2

>
(1◦)

√
k
√

a1 · . . . · ak · k
√

ak+1 · . . . · a2k = 2k
√

a1 · . . . · ak · . . . · a2k. X

3◦ Poka�imo da tvr�eǌe va�i i za n = k− 1: Kako su a1, . . . , an proizvoǉni pozitivni realni brojevi mo�emo
uzeti da je

a1 = b1, a2 = b2, . . . , ak−1 = bk−1, ak =
b1 + b2 + . . . + bk−1

k − 1
.

Tada je a1 + a2 + . . . + akk =
b1 + b2 + . . . + bk−1

k − 1
= ak. Kada to zamenimo u nejednakost iz unduktivne hipoteze

dobijamo ak =
a1 + a2 + . . . + ak

k
> k
√

a1a2 · . . . · ak, odnosno, ako sve podignemo na k-ti stepen, ak
k > a1a2 · . . . · ak,

tj. ak
k−1 > a1a2 · . . . · ak−1 = b1b2 · . . . · bk−1. Sada izvuqemo (k − 1)-vi koren i dobijemo ak =

b1 + b2 + . . . + bk−1

k − 1
>

k−1
√

b1b2 · . . . · bk−1. X
Po principu matematiqke indukcije za svaki prirodan broj n i proizvoǉne realne pozitivne brojeve a1, . . . , an

va�i
a1 + a2 + . . . + ak

2k
> k
√

a1a2 · . . . · ak.
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2.1. an = 2n. 2.2. an = 2n + 1.

2.3. an = 2n + 1.

2.4. dn = 5 · 2n − 3 · 4n.

2.5. an = 3n − 2n + 5.

2.6. an = 2n.

2.7. an = 1√
5

" 
1 +

√
5

2

!n

−
 

1−√5

2

!n#
— videti stranu 9.

2.8. xn = 2n.

2.9. an = 2n + 1.

2.10. an = n2.

2.11. Za x 6= y je dn =
xn+1 − yn+1

x− y
, a za x = y je dn = (n + 1)xn.

2.12. dn = (n + 1)5n.

2.13. an = 2n +
1
2
n2n.

2.14. xn = (1 + n)2n.

2.15. an = n2 + n + 1.

2.16. an =
8 + 3n + (−2)n

9
.

2.17. x6k = 1, x6k+1 = 3, x6k+2 = 2, x6k+3 = −1, x6k+4 = −3, x6k+5 = −2.

2.18. xn = 2 · cos
nπ

3
.

2.19. Za b2 < 4a2 se dobija dn = an sin(n + 1)θ
sin θ

, gde je θ takvo da va�i b = 2a cos θ. Za b = ±2a se dobija

dn = (n + 1)
(

b

2

)n

.

2.20. xn =
2b + a

3
+

4
3
(b− a)(

1
2
)n, pa je lim

n→∞
xn =

2b + a

3
.

2.21. Matematiqkom indukcijom prvo poka�emo da je xn > 0. Zatim logaritmujemo sa osnovom 2 i uvedemo
yn = log2 xn. Tada se dobija diferencna jednaqina yn+2 = 3yn+1 − 2yn sa poqetnim uslovima y0 = 0 i y1 = 1 –
xto je zadatak 1.37. Stoga je yn = 2n − 1, pa je xn = 22n−1.

2.22. Iz druge jednaqine dobijamo xn = yn+1 − yn i kad to uvrstimo u prvu jednaqinu dobijamo linearnu
rekurentnu jednaqinu yn+2 − 4yn+1 + 4yn = 0 sa poqetnim uslovima y1 = x0 + y0 = 6 i y0 = 1 qijim rexavaǌem
dobijamo rexeǌa polaznog sistema yn = 2n(2n + 1) i xn = 2n(2n + 5).

2.23. Smenom xn =
yn

zn
, z0 = 1 y0 = x0 polazna jednaqina se svodi na sistem yn+1 = ayn + bzn, zn+1 = cyn + dzn.

2.24. Smenom xn =
yn+1

yn
− 3 dobijamo yn+2 + 2yn+1 + yn = 0. Konaqno rexeǌe je xn = − 3n

1 + 2n
.

x


