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Nejednakosti
Milivoje Luki�

Bernulijeva nejednakost: Neka je α > 1 i x > −1, x 6= 0. Tada va�i

(1 + x)α > 1 + αx. (1)

Lema o permutacijama: Neka je x1 ≤ x2 ≤ · · · ≤ xn i y1 ≤ y2 ≤ · · · ≤ yn. Za proizvoǉnu
permutaciju π skupa {1, 2, . . . , n} je

n∑
i=1

xiyn+1−i ≤
n∑

i=1

xiyπ(i) ≤
n∑

i=1

xiyi. (2)

Ako je niz (xi)n
i=1 strogo rastu�i, u desnoj nejednakosti jednakost va�i ako i samo ako je

yπ(i) = yi za sve i = 1, 2, . . . , n, a u levoj nejednakosti jednakost va�i ako i samo ako je
yπ(i) = yn+1−i za sve i = 1, 2, . . . , n

Qebixevǉeva nejednakost: Za sve x1 ≤ x2 ≤ · · · ≤ xn, y1 ≤ y2 ≤ · · · ≤ yn va�i

n

n∑
i=1

xiyn+1−i ≤

(
n∑

i=1

xi

)(
n∑

i=1

yi

)
≤ n

n∑
i=1

xiyi, (3)

pri qemu jednakosti va�e ako i samo ako je x1 = x2 = · · · = xn ili y1 = y2 = · · · = yn.

1. Dokazati da za svako prirodno n va�i

n∑
i=1

1
i2

<
7
4
.

2. Dokazati da za svako realno α > 1, i svako prirodno n va�i

n∑
i=1

1
iα

<
α

α− 1
.

Uputstvo: Dokazati da za svako i ≥ 2 va�i 1
iα < 1

α−1

(
1

iα−1 − 1
(i−1)α−1

)
.

3. Odrediti [S], gde je

S =
10000∑
n=1

1√
n

.

4. Neka su a, b, c > 0. Dokazati da iz a2 + b2 + c2 = 3 sledi

1
1 + ab

+
1

1 + ac
+

1
1 + bc

≥ 3
2
.

5. Neka su x1, x2, . . . , xn pozitivni brojevi i y1, y2,. . . , yn jedna ǌihova permutacija.
Tada je

x2
1

y1
+

x2
2

y2
+ · · ·+ x2

n

yn
≥ x1 + x2 + · · ·+ xn.

1



6. (IMO1991.predlog) Neka je n ≥ 2 prirodan broj, i neka brojevi p, a1, a2, . . . , an,
b1, b2, . . . , bn zadovoǉavaju 1/2 ≤ p ≤ 1, 0 ≤ ai, 0 ≤ bi ≤ p, i = 1, 2, . . . , n, i∑n

i=1 ai =
∑n

i=1 bi = 1. Dokazati nejednakost

n∑
i=1

bi

∏
j=1,2,...,n,j 6=i

aj ≤
p

(n− 1)n−1
.

7. Neka su a, b, c, d ≥ 0, a + b + c + d = 1. Dokazati da je

abc + bcd + abd + acd ≤ 1
27

+
176abcd

27
.

8. Nenegativni realni brojevi p, q, r zadovoǉavaju p + q + r = 1. Dokazati da va�i

7(pq + qr + rp) ≤ 2 + 9pqr.

9. Neka su x, y, z > 0, i x + y + z = 1. Dokazati da je

0 ≤ xy + yz + zx− 2xyz ≤ 7
27

.

10. Neka su x1, x2, . . . , xn ∈ (a, b). Dokazati da va�i

n2 ≤ (x1 + x2 + · · ·+ xn)
(

1
x1

+
1
x2

+ · · ·+ 1
xn

)
≤ n2 (a + b)2

4ab
.

11. (BMO2002.predlog) Neka su x, y, z pozitivni realni brojevi takvi da je x+y+z ≥ 1.
Dokazati

x
√

x

y + z
+

y
√

y

x + z
+

z
√

z

x + y
≥
√

3
2

.

12. (Xurova nejednakost) Dokazati da za a, b, c > 0 va�i

a3 + b3 + c3 + 3abc ≥ a2b + ab2 + a2c + ac2 + b2c + bc2.

13. Neka je x, y, z ≥ 0, x + y + z = 1. Dokazati da je

x2y + y2z + z2x ≤ 4
27

.

14. (IMO1998.predlog) Neka su x, y, z > 0 takvi da je xyz = 1. Dokazati

x3

(1 + y)(1 + z)
+

y3

(1 + x)(1 + z)
+

z3

(1 + x)(1 + y)
≥ 3

4
.

15. (IMO1998.predlog) Neka su a1, a2, . . . , an > 0, a1 + a2 + · · ·+ an < 1. Dokazati da je

a1a2 · · · an(1− a1 − a2 − · · · − an)
(a1 + a2 + · · ·+ an)(1− a1)(1− a2) · · · (1− an)

≤ 1
nn+1

.

16. (IMO1997.predlog) Neka su a1 ≥ a2 ≥ · · · ≥ an ≥ an+1 = 0 realni brojevi. Dokazati√√√√ n∑
k=1

ak ≤
n∑

k=1

√
k(
√

ak −
√

ak+1).
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