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Pelova jednaqina

Osnovna teorija

Def. Pelova jednaqina je diofantska jednaqina oblika x2 − dy2 = 1, x, y ∈ Z, za dato d ∈ N
koje nije potpun kvadrat.

Jednaqinu oblika x2 − dy2 = a, gde je a ceo broj, obiqno zovemo jednaqinom Pelovog
tipa.

Proizvoǉna kvadratna diofancka jednaqina sa dve nepoznate se mo�e svesti na jed-
naqinu Pelovog tipa. Kako se rexavaju ovakve jednaqine? Podsetimo se da je opxte
rexeǌe linearne diofantske jednaqine linearno u odnosu na parametre. To nije sluqaj
sa kvadratnim diofantskim jednaqinama. Ipak, kasnije �emo videti da se i ovakvim jed-
naqinama (sa dve nepoznate) mo�e na�i opxte rexeǌe izra�eno relativno jednostavnom
formulom.

Zaxto je u definiciji Pelove jednaqine va�an uslov da d nije potpun kvadrat? Ako
jeste, recimo d = c2, onda se jednaqina x2−dy2 = a mo�e faktorisati kao (x−cy)(x+cy) = a,
a ovakve jednaqine umemo da trivijalno rexavamo. Zato u nastavku teksta podrazumevamo
da d nije kvadrat.

Jednaqinu x2 − dy2 = a jox uvek mo�emo da razlo�imo na qinioce:

(x + y
√

d)(x− y
√

d) = a.

Kako bismo iskoristili ovakvo razlagaǌe, va�no je da radimo sa skupom svih brojeva
oblika x + y

√
d, gde su x, y ∈ Z. Ovaj skup oznaqavamo sa Z[

√
d]. Va�no je da primetimo

da zbir, razlika i proizvod dva elementa skupa ostaju u skupu.

Def. Konjugat broja z = x + y
√

d se definixe kao z = x− y
√

d, a norma broja z kao N(z) =
zz = x2 − dy2 ∈ Z.

Primer. Jednaqina x2 − dy2 = a se ekvivalentno zapisuje kao N(z) = a, gde je z =
x− y

√
d, x, y ∈ Z. Specijalno, Pelova jednaqina je ekvivalentna jednaqini N(z) = 1,

z ∈ Z[
√

d].

T.1 Norma i konjugat su multiplikativni: N(z1z2) = N(z1)N(z2) i z1z2 = z1 · z2.

Dokaz je direktan.

Pelova jednaqina ima dva trivijalna rexeǌa, (±1, 0), koja odgovaraju z = ±1. Ako
znamo i najmaǌe netrivijalno rexeǌe, tvrdimo da onda znamo sva rexeǌa.

T.2 Ako je z0 najmaǌi broj element skupa Z[
√

d] takav da je z0 > 1 i Nz0 = 1, onda su svi
elementi z ∈ Z[

√
d] za koje je Nz = 1 dati sa z = ±zn

0 , n ∈ Z.

Dokaz Pretpostavimo da je Nz = 1 za neko z ∈ Z[
√

d]. Postoji taqno jedan ceo broj k za koji
je |z0|k ≤ |z| < |z0|k+1. Tada je z1 = zz−k

0 = zz0
k element skupa Z[

√
d] koji zadovoǉava

N(z1) = N(z)N(z0)−k == N(z) = 1. Me�utim, iz |z1| = |z| · |z0|−k sledi 1 ≤ |z1| < |z0|, a
s obzirom na minimalnost |z0| dobijamo z1 = 1. Dakle, z = zk

0 .

Posledica. Ako je x0, y0 najmaǌe rexeǌe Pelove jednaqine za dato d, onda su sva
prirodna rexeǌa (x, y) te jednaqine data sa x + y

√
d = ±(x0 + y0

√
d)n, n ∈ N.
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Primer. Najmaǌe netrivijalno rexeǌe jednaqine x2− 2y2 = 1 je (x, y) = (3, 2). Prema
tome, za svako rexeǌe (x, y) postoji ceo broj n takav da je x + y

√
d = ±(3 + 2

√
2)n.

Kako je tada i x− y
√

d = (3− 2
√

2)n, dobijamo formulu

x =
(3 + 2

√
2)n + (3− 2

√
2)n

2
, y =

(3 + 2
√

2)n − (3− 2
√

2)n

2
√

2
.

Sada �emo pokazati da Pelova jednaqina uvek ima netrivijalno rexeǌe.

L.1 Dirihleova teorema. Neka je α realan i n prirodan broj. Tada postoje p ∈ Z i q ∈ N
takvi da je

∣∣∣α− p
q

∣∣∣ < 1
(n+1)q .

L.2 Ako je α proizvoǉan realan broj, onda postoji beskonaqno mnogo parova prirodnih
brojeva (p, q) takvih da je

∣∣∣α− p
q

∣∣∣ < 1
q2 .

Dokaz sledi direktno iz Dirihleove teoreme.

T.3 Pelova jednaqina ima bar jedno rexeǌe u skupu prirodnih brojeva.

Dokaz Primeǌuju�i L.2 na α =
√

d zakǉuqujemo da postoji ceo broj n, |n| < 2
√

d+1 takav da
jednaqina x2−dy2 = n ima beskonaqno mnogo rexeǌa (x, y) u skupu prirodnih brojeva.
Sledi da postoje dva razliqita, recimo (x1, y1) i (x2, y2), koji zadovoǉavaju x1 ≡ x2

i y1 ≡ y2 (mod n). Oznaqimo z1 = x1 + y1

√
d i z2 = x2 + y2

√
d, i neka je z1 > z2. Tada je

z0 = z1/z2 element Z[
√

d] norme 1 (proverite!), tako da odre�uje jedno rexeǌe (x0, y0)
Pelove jednaqine.

Proizvoǉna jednaqina Pelovog tipa x2 − dy2 = a ne mora da ima rexeǌa (na primer,
jednaqina x2 − 3y2 = 2 - zaxto?). Ipak, onda kada ima rexeǌa, postoji algoritam za
pronala�eǌe opxteg rexeǌa.

T.4 Jednaqina x2 − dy2 = −1 ima rexeǌe u skupu celih brojeva ako i samo ako postoji
z1 ∈ Z[

√
d] takvo da je z2

1 = z0.

Dokaz ”Ako” smer je trivijalan. U drugom smeru, posmatramo najmaǌe rexeǌe z = z1 ∈
Z[
√

d] jednaqine N(z) = −1 koje zadovoǉava z > 1 i na isti naqin kao u teoremi T.2
pokazujemo da je 1 ≤ z1 < z0, pa kako je z = z2

1 < z2
0 rexeǌe Pelove jednaqine N(z) = 1,

zakǉuqujemo da je z2
1 = z0.

T.5 Ako je k ceo broj i z1 ∈ Z[
√

d] jedno rexeǌe jednaqine N(z) = k, onda postoji m ∈ Z
za koje je 1 ≤ |zm

0 z1| < z0.

Dokaz Potpuno ista ideja kao u dokazu prethodnog tvr�eǌa. Ispixite detaǉe za ve�bu!

Zadaci za ve�bu

1. Na�i sva celobrojna rexeǌa jednaqine x2 − 7y2 = 2.

2. Rexiti u skupu Z jednaqinu x2 + y2 − 1 = 4xy.

3. Za dati ceo broj d, rexiti jednaqinu x2 − 2y2 = 1 u skupu racionalnih brojeva.

4. Neka je (x, y) = (a, b), a, b ∈ N najmaǌe rexeǌe jednaqine x2 − dy2 = 1. Posmatrajmo
niz dat relacijama y0 = 0, y1 = b, yn+1 = 2ayn − yn−1 za n ≥ 1. Dokazati da je ay2

n + 1
potpun kvadrat za svako n. Dokazati da ako je ay2 + 1 kvadrat za neko y ∈ N, onda je
y = yn za neko n.

5. Dokazati da je 5x2 +4 ili 5x2−4 potpun kvadrat ako i samo ako je x qlan Fibonaqi-
jevog niza.
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6. Prona�i sve n ∈ N takve da je
(

n

k + 1

)
=

(
n

k

)
+

(
n

k − 1

)
za neki prirodan broj k < n.

7. Neka je a ∈ N i d = a2−1. Ako su x, y celi brojevi i m = x2−dy2 maǌe po apsolutnoj
vrednosti od 2a + 1, dokazati da je |m| potpun kvadrat.

8. Ako je m = 2 + 2
√

28n2 + 1 ceo broj za n ∈ N, dokazati da je m potpun kvadrat.

9. Ako je razlika dva uzastopna kuba jednaka n2, n ∈ N, dokazati da je 2n− 1 kvadrat.

10. Dokazati da jednaqina x2 − dy2 = −1 ima rexeǌe u skupu celih brojeva ako i samo
ako ga ima jednaqina x2 − dy2 = −4.

11. Neka je p prost broj. Dokazati da jednaqina x2 − py2 = −1 ima celobrojnih rexeǌa
ako i samo ako je p = 2 ili p ≡ 1 (mod 4).

12. Ako je p prost broj oblika 4k + 3, dokazati da jedna i samo jedna od jednaqina
x2 − py2 = ±2 ima celobrojnih rexeǌa.

13. Dokazati da je 3n − 2 potpun kvadrat samo za n = 1 i n = 3.

14. Ako je
x2 + 1

y2
+ 4 potpun kvadrat, dokazati da je on jednak 9.

Duxan �uki�
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