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Polinomi

T. (Bezuov stav) Polinom P (x) je deǉiv binomom x− a ako i samo ako je P (a) = 0.

T. Polinom n-tog stepena ima najvixe n nula u skupu komleksnih brojeva; xta vixe,
ima ih taqno n ako se broje sa svojim vixestrukostima. Tako svaki polinom P (x)
ima jedinstvenu faktorizaciju

P (x) = (x− α1)(x− α2) . . . (x− αn), gde su α1, . . . , αn ∈ C, ne obavezno razliqiti.

T. Ako (x− α)k | P (x), onda (x− α)k−1 | P ′(x).

T. (Rolova teorema) Izme�u svake dve realne nule realnog polinoma P (x) nalazi se
bar jedna nula polinoma P ′(x). (Posledica: ako P (x) ima sve realne nule, onda i
P ′(x) ima sve realne nule.)

Def. Polinom P (x1, x2, . . . , xn) je simetriqan ako za svaku permutaciju π skupa {1, 2, . . . , n}
va�i P (x1, x2, . . . , xn) ≡ P (xπ(1), xπ(2), . . . , xπ(n)).

Elementarni simetriqni polinomi po x1, . . . , xn su polinomi σ1, σ2, . . . , σn, gde je

σk(x1, x2, . . . , xk) =
∑

xi1xi2 . . . xik
,

pri qemu se sumira po svim k-toqlanim podskupovima {i1, . . . , ik} od {1, 2, . . . , n}.

T. (Vijetove formule) Ako su α1, α2, . . . , αn nule polinoma P (x) = xn + a1x
n−1 + a2x

n−2 +
· · ·+ an, tada je ak = (−1)kσk(α1, . . . , αn) za k = 1, 2, . . . , n.

T. (ǋutnova teorema o simetriqnim polinomima) Ako oznaqimo sk = xk
1 +xk

2 + · · ·+xk
n,

va�i
kσk = s1σk−1 − s2σk−2 + · · ·+ (−1)ksk−1σ1 + (−1)k+1sk.

T. Svaki simetriqan polinom po x1, . . . , xn se mo�e izraziti kao polinom po σ1, . . . , σn.

::::::::::::::::::::

1. Dokazati da polinom xn + 2nxn−1 + 2n2xn−2 + . . . ne mo�e da ima sve realne nule.

2. Odrediti sve polinome oblika anxn + an−1x
n−1 + · · · + a1x + a0, gde je aj ∈ {−1, 1}

(j = 0, 1, . . . , n), koji imaju samo realne nule.

3. Za koje n je polinom xn + x + 1 deǉiv sa a) x2 − x + 1, b) x3 + x + 1?

4. Dokazati da polinom x6 − 2x5 + x4 − 2x3 + x2 − 2x + 1 ima qetiri nule modula 1.

5. Ako je vrednost P (x) celobrojna za svaki ceo broj x, pokazati da postoje koefici-
jenti a0, . . . , an takvi da je

P (x) = an

(
x

n

)
+ an−1

(
x

n− 1

)
+ · · ·+ a0

(
x

0

)
.

6. Pretpostavimo da je, za dati prirodan broj m i polinom R(x) = anxn + an−1x
n−1 +

· · · + a0, R(x) ceo broj deǉiv sa m kad god je x ceo broj. Dokazati da je tada n!an

deǉivo sa m.
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7. Ako polinom P sa realnim koeficijentima zadovoǉava za svako x

P (cos x) = P (sinx),

dokazati da postoji polinom Q takav da je za svako x, P (x) = Q(x4 − x2).

8. Odrediti polinom x2 + ax + b (a, b ∈ R) qiji maksimum po apsolutnoj vrednosti na
intervalu [0, 1] ima najmaǌu mogu�u vrednost.

9. Dokazati da maksimum apsolutne vredonsti ma kog realnog moniqnog polinoma n-tog
stepena na [−1, 1] nije maǌi od 1

2k−1 .

10. Neka su dati kompleksni polinomi P (x) = xn +a1x
n−1 + · · ·+an sa nulama x1, . . . , xn, i

Q(x) = xn+b1x
n−1+· · ·+bn sa nulama x2

1, . . . , x
2
n. Ako su a1+a3+a5+. . . i a2+a4+a6+. . .

realni brojevi, dokazati da je i b1 + b2 + · · ·+ bn realan.

11. Ako je polinom P n-tog stepena takav da je za svako i = 0, 1, . . . , n P (i) jednako ostatku
i pri deǉeǌu sa 2, izraqunati P (n + 1).

12. Za polinom P (x) n-tog stepena va�i P (i) = 1
i za i = 1, 2, . . . , n + 1. Na�i P (n + 2).

13. (a) Ako za realan polinom P (x) va�i P (x) ≥ 0, dokazati da postoje realni polinomi
A(x) i B(x) takvi da je P (x) = A(x)2 + B(x)2.

(b) Ako za realan polinom P (x) va�i P (x) ≥ 0 za svako x ≥ 0, dokazati da postoje
realni polinomi A(x) i B(x) takvi da je P (x) = A(x)2 + xB(x)2.

14. Ako jednaqina ax2 +(c−b)x+(e−d) = 0 ima realne korene ve�e od 1, gde a, b, c, d, e ∈ R,
dokazati da jednaqina ax4 + bx3 + cx2 + dx + e = 0 ima bar jedan realan koren.

15. Za koje realne vrednosti a postoji racionalna funkcija f(x) koja zadovoǉava f(x2) =
f(x)2 − a?

16. Odrediti polinome P za koje je 16P (x2) = P (2x)2.

17. Na�i sve polinome P za koje je P (x)2 − 2 = 2P (2x2 − 1).

18. Ako polinomi P i Q imaju bar po jedan realan koren, i

P (1 + x + Q(x)2) = Q(1 + x + P (x)2),

dokazati da je P ≡ Q.

19. Ako su P i Q moniqni polinomi takvi da je P (P (x)) = Q(Q(x)), dokazati da je P ≡ Q.

20. Za date polinome P (x) i Q(x) i proizvoǉno k ∈ C, oznaqimo Pk = {z ∈ C | P (z) = k} i
Qk = {z ∈ C | Q(z) = k}. Ako je P0 = Q0 i P1 = Q1, dokazati da mora biti P (x) = Q(x).

21. Dokazati sm = σ1sk−1 − σ2sk−2 + · · ·+ (−1)n−1σnsm−n, za sve m ≥ n. (Svi polinomi su
po n promenǉivih.)

22. Neka kompleksni brojevi x1, x2, . . . , xk zadovoǉavaju

xj
1 + xj

2 + · · ·+ xj
k = n, za j = 1, 2, . . . , k,

gde su n, k dati prirodni brojevi. Dokazati da je

(x− x1)(x− x2) . . . (x− xk) = xk −
(

n

1

)
xk−1 +

(
n

2

)
xk−2 − · · ·+ (−1)k

(
n

k

)
.

23. Pretpostavimo da moniqan polinom P (x) sa celobrojnim koeficijentima ima sve
nule po modulu jednake 1. Dokazati prvo da takvih polinoma ima samo konaqno
mnogo, a onda izvesti da su sve ǌegove nule koreni jedinice, tj. da P (x) | (xn − 1)k

za neke prirodne n, k.
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