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1. Teorijski uvod
Neka je K poǉe. Valuacija poǉa K je svako preslikavaǌe | | : K → [0,+∞) takvo da:

(i) |x| = 0 ⇔ x = 0,
(ii) |xy| = |x| · |y| za sve x, y ∈ K,
(iii) |x + y| ≤ max {|x| , |y|}

Ako je | |1 valuacija poǉa K, onda je valuacija i | |2 = | |c1, za bilo koji pozitivan
realan broj c. Ako jednu valuaciju mo�emo dobiti od druge na ovaj naqin, tada ka�emo
da su te dve valuacije ekvivalentne.
Primer: za svaki prost broj p, definiximo valuaciju | |p poǉa Q sa |0|p = 0 i∣∣∣pa u

v

∣∣∣
p

=
1
pa

, za gcd(u, p) = gcd(v, p) = 1. (1)

Napomenimo da je prema teoremi Ostrovskog svaka valuacija poǉa Q ekvivalentna nekoj
od valuacija | |p.

Primetimo da je
Z =

{
x ∈ Q

∣∣ |x|p ≤ 1 za sve p
}
. (2)

Motivisani formulom (2), za konaqno raxireǌe K poǉa Q, definiximo prsten ”celih”
brojeva u poǉu K kao

OK =
{
x ∈ K

∣∣ |x| ≤ 1 za sve valuacije | | poǉa K
}
. (3)

Neposredno se proverava da je OK zaista potprsten od K.
Osvrnimo se na jox jedan mogu� pristup definisaǌu prstena OK : Kako je K konaqno

raxireǌe od Q, K je i algebarsko raxireǌe nad Q. Dakle, za svaki α ∈ K postoji
polinom p(x) ∈ Q[x] takav da p(α) = 0. Drugim reqima, postoje a0, a1, . . . , an ∈ Q takvi da

a0 + a1α + · · ·+ anαn = 0. (4)

Alternativno se OK mo�e definisati kao skup svih α ∈ K takvih da postoje a0, a1,. . . ,
an−1 ∈ Z takvi da

a0 + a1α + · · ·+ αn = 0. (5)

Ova definicija je ekvivalentna sa definicijom datom jednaqinom (3).

2. Kvadratna raxireǌa poǉa Q

Svako kvadratno raxireǌe poǉa Q je oblika

Q[
√

d] = {a + b
√

d|a, b ∈ Q}, (6)

gde je d ceo broj razliqit od 0 i 1 koji nije deǉiv kvadratom nijednog prostog broja. Kao
specijalni sluqaj ranijeg razmatraǌa,

α ∈ OQ[
√

d] ⇐⇒ (∃a0, a1 ∈ Z)a0 + a1α + α2 = 0. (7)
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Iz prethodne formule se neposredno izvodi

OQ[
√

d] =

 Z + Z
√

d za d ≡ 2, 3 (mod 4)

Z + Z
1 +

√
d

2
za d ≡ 1 (mod 4)

(8)

Dakle, suprotno ”oqiglednom” izboru da za cele brojeve raxireǌa Q[
√

d] odaberemo
brojeve oblika a + b

√
d, gde su a, b ∈ Z, za d ≡ 1 (mod 4) skup celih brojeva je nexto xiri

i sadr�i i brojeve oblika a + b
√

d + 1+
√

d
2 , a, b ∈ Z.

3. Norma u kvadratnim raxireǌima poǉa Q

U Q[
√

d], definiximo normu N : Q[
√

d] → Q sa

N(a + b
√

d) = a2 − db2. (9)

Primetimo da va�i
(∀x, y ∈ Q[

√
d]) N(xy) = N(x)N(y), (10)

N(x) = 0 ⇐⇒ x = 0. (11)

U daǉem tekstu prsten celih brojeva OQ[
√

d] kra�e �emo oznaqavati sa R. Neposredno se
proverava da va�i

x ∈ R ⇒ N(x) ∈ Z, (12)

pa normu mo�emo posmatrati i kao preslikavaǌe iz R u Z.
Jedinica u prstenu R je svaki broj ε ∈ R za koji postoji δ ∈ R takvo da εδ = 1.

Normiraǌem obe strane zakǉuqujemo da je ε jedinica u R ako i samo ako je N(ε) = 1. Na
primer, u prstenu Z jedine jedinice su brojevi 1 i −1. Zatim, ako je N(π) = p, gde je p
prost broj u prstenu Z, onda je π prost broj u prstenu R.

Relacija deǉivosti se uvodi na uobiqajeni naqin: za α, β ∈ R, α 6= 0,

α|β ⇐⇒ (∃γ ∈ R)β = αγ. (13)

Brojevi α i β su asocirani ako α|β i β|α, odnosno ako postoji jedinica ε takva da
α = εβ.

Napomenimo da prsteni OQ[
√

d] nemaju uvek svojstvo jedinstvene faktorizacije: na
primer, za d = −13,

49 = 72 = (6 +
√
−13)(6−

√
−13),

pri qemu su 7, 6 +
√
−13, 6−

√
−13 nerastavǉivi u OQ[

√
−13].

Teorema: Svako Euklidsko raxireǌe ima svojstvo jedinstvene faktorizacije.
Teorema: Za d = −11, −7, −3, −2, −1, 2, 3, 5, poǉe Q[

√
d] je Euklidsko. (Va�i i opxtije

tvr�eǌe: poǉe Q[
√

d] je Euklidsko ako i samo ako je d jedan od brojeva −11, −7, −3, −2,
−1, 2, 3, 5, 6, 7, 11, 13, 17, 19, 21, 29, 33, 37, 41, 57 i 73.)

4. Prosti brojevi u kvadratnim raxireǌima poǉa Q

Opiximo sada proste brojeve u kvadratnim raxireǌima poǉa Q: neka je R = OQ[
√

d]

Euklidski prsten. Koristi�emo oznaku p za proste brojeve prstena Z i oznaku π za proste
brojeve prstena R. Od znaqaja �e biti diskriminanta raxireǌa δ, pri qemu je δ = 4d za
d ≡ 2, 3 (mod 4) i δ = d za d ≡ 1 (mod 4). Razmatraǌem faktorizacije broja p u prstenu R,
ispostavǉa se da su mogu�a tri sluqaja:

1. p|δ: U ovom sluqaju p = επ2, gde je ε jedinica, a π prost broj u R.

2. p - δ i
(

d
p

)
= −1 za p > 2, odnosno d ≡ 5 (mod 8) za p = 2: U ovom sluqaju p = π, to

jest p ostaje prost broj u R.
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3. p - δ i
(

d
p

)
= 1 za p > 2, odnosno d ≡ 1 (mod 8) za p = 2: U ovom sluqaju p = π1π2, pri

qemu je π2 = π̄1 i π1 i π2 nisu asocirani.

Obratno, svaki prost broj π prstena R dobija se u faktorizaciji taqno jednog p.

5. Zadaci

1. Opisati jedinice i proste brojeve prstena Z[i].

2. Koji prosti brojevi p se mogu predstaviti u obliku p = x2 + 2y2?

3. Zbog qega identiteti 62 = (5+
√
−11)(5−

√
−11) i 32 = (2+

√
−5)(2−

√
−5) ne pokazuju

da prsteni OQ[
√
−11] i OQ[

√
−5] nemaju jedinstvenu faktorizaciju?

4. Na�i potreban i dovoǉan uslov za x, y ∈ Z da u Z[i] va�i gcd(2, x + yi) = 1.

5. Rexiti jednaqinu x2 + 2 = y3 u skupu celih brojeva.

6. Rexiti jednaqinu x2 + 4 = y3 u skupu celih brojeva.

7. Rexiti jednaqinu x2 + 11 = y3 u skupu celih brojeva.

8. Neka su a, b, c prirodni brojevi takvi da ab = c2+1. Dokazati da postoje m,n, p, q ∈ N
takvi da a = m2 + n2, b = p2 + q2, c = mp + nq.

9. Dokazati: Ako su x, y, z celi brojevi takvi da x2 + 3y2 = z3, gcd(x, y) = 1, 3 - x, onda
postoje celi brojevi a i b takvi da je a2 + 3b2 = z.

10. Rexiti jednaqinu x2 = y5 − 1 u skupu celih brojeva.

11. (BMO1998.4) Dokazati da jednaqina y2 = x5− 4 nema rexeǌa u skupu celih brojeva.

12. (Velika Fermaova teorema, sluqaj n = 3) Rexiti jednaqinu x3 + y3 + z3 = 0 u skupu
celih brojeva.
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