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Rexeǌa zadataka

Prvi razred – A kategorija

1. Imamo 24a + 2b + 2018c ≡ 3a + 2b + 2c (mod 7) i 10c + 3a + 2018b ≡ 3c + 3a + 2b (mod 7). Dakle, poxto su oba ova
broja deǉiva sa 7, imamo 7 | (3c+3a+2b)− (3a+2b+2c) = 3c−2c. Primetimo da niz brojeva 30, 31, 32, . . . pri deǉeǌu
sa 7 daje redom ostatke 1, 3, 2, 6, 4, 5, 1, 3 . . ., dok niz brojeva 20, 21, 22, . . . daje redom ostatke 1, 2, 4, 1, 2, 4, 1, 2 . . .. Dakle,
prvi niz ostataka je periodiqan sa periodom du�ine 6, a drugi sa periodom du�ine 3, pa iz prvih 6 qlanova
ovih nizova mo�emo primetiti da brojevi 3c i 2c daju isti ostatak pri deǉeǌu sa 7 jedino kada je c deǉivo sa
6, i tada oba broja daju ostatak 1. Dakle, iz 7 | 3a + 2b + 2c sada sledi 7 | 3a + 2b + 1.

Daǉe, imamo 30b + 3c + 2018a ≡ 2b + 3c + 2a ≡ 2a + 2b + 1 (mod 7). Pretpostavimo da je ovaj broj deǉiv sa 7. Tada
7 | (3a+2b+1)− (2a+2b+1) = 3a−2a, pa kao u prethodnom delu zakǉuqujemo da je a deǉivo sa 6 i da 3a daje ostatak
1 pri deǉeǌu sa 7. Me�utim, iz 7 | 3a + 2b + 1 tada zakǉuqujemo 2b ≡ −2 ≡ 5 (mod 7), xto nije mogu�e (videli smo
da su mogu�i ostaci 1, 2 i 4). Time je zadatak rexen.

2. Oznaqimo y = (a2017 + n) . . . (a2 + n)(a1 + n)(a0 + n). Jasno, cifra n nije 0 i nije 1.
Doka�imo da je a0 paran broj. Pretpostavimo suprotno. Tada je x neparan broj, pa je, zbog y = n · x, y paran

broj ako i samo ako je n paran broj. Me�utim, a0 +n je razliqite parnosti od n, xto je kontradikcija. Dakle, a0

je paran broj, pa su x i y parni brojevi. Odavde je i a0 + n paran broj, pa je i n paran.
Tako�e, a0 6= 0, jer je u suprotnom i cifra jedinica broja y jednaka 0, xto nije mogu�e. Dakle, a0 > 1, pa kako

je a0 paran, sledi a0 > 2. Iz a0 + n 6 9 imamo n 6 7, pa kako je n paran, sledi n 6 6. Dakle, n ∈ {2, 4, 6}.
Za n = 6, zbog a0 + n 6 9 dobijamo a0 = 2 i a0 + n = 8. Me�utim, cifra jedinica broja 6 · a2017 . . . a2a12 jednaka

je 2, a ne 8.
Za n = 4, zbog a0 + n 6 9 dobijamo a0 = 2 ili a0 = 4, i a0 + n = 6 ili a0 + n = 8, respektivno. Me�utim, cifra

jedinica broja 4 · a2017 . . . a2a12 jednaka je 8, a broja 4 · a2017 . . . a2a14 jednaka je 6, pa je i ovaj sluqaj nemogu�.
Dakle, ostaje n = 2, i onda a0 ∈ {2, 4, 6}. Upore�ivaǌem cifre jedinica broja 2 ·x i y zakǉuqujemo a0 = 2. Sada

iz
2 · a2017 . . . a2a12 = (a2017 + n) . . . (a2 + n)(a1 + n)4

sledi
2 · a2017 . . . a2a1 = (a2017 + n) . . . (a2 + n)(a1 + n).

Daǉe na isti naqin dobijamo a1 = 2, a2 = 2, itd. do a2017 = 2. Dakle, jedino rexeǌe je n = 2 i x = 222 . . . 222| {z }
2018 puta

.
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3. Neka je I centar upisane kru�nice. Imamo 4KEF ∼ 4ABC, pa dobijamo
]EKF = ]BAC = 180◦ −]EIF , xto znaqi da je qetvorougao EIFK tetivan. Sledi
]KIF = ]KEF = ]ABC = 180◦ − ]DIF , pa su taqke K, I,D kolinearne, odakle
sledi tvr�eǌe.

4. Uzmimo A = {a, b}. Tada imamo P(A) = {∅, {a}, {b}, {a, b}}. Primetimo da a ne
mo�e biti jednako ni {a}, ni {a, b}: zaista, ako je n najmaǌi prirodan broj takav
da a ∈ Pn(∅), tada imamo {a}, {a, b} /∈ Pn(∅), jer bi iz {a} ∈ Pn(∅) (sliqno za
{a, b} ∈Pn(∅)) sledilo {a} ⊆Pn−1(∅), tj. a ∈Pn−1(∅), kontradikcija sa izborom
n. Dakle, da bi va�ilo A ⊆P(A), sledi da a mora biti ∅ ili {b}, dok (sliqno) b
mora biti ∅ ili {a}.

Pretpostavimo prvo a, b 6= ∅. Tada je jedina mogu�nost a = {b} i b = {a}. Neka je
n najmaǌi prirodan broj takav da a ∈Pn(∅), tj. {b} ∈Pn(∅). Sledi {b} ⊆Pn−1(∅),
a odatle b ∈ Pn−1(∅), xto znaqi {a} ∈ Pn−1(∅). Me�utim, odatle na ve� vi�en

naqin dobijamo a ∈Pn−2(∅), xto je kontradikcija sa izborom n.
Dakle, bez umaǌeǌa opxtosti, a = ∅. Tada imamo b 6= a = ∅, pa je jedina preostala mogu�nost b = {a} = {∅}.

Prema tome, postoji jedinstven skup koji zadovoǉava uslove zadatka: A = {∅, {∅}}.

5. Pobe�uje Mina.
Oznaqimo prave koje Maksim i Mina povlaqe sa a1, a2, . . . , a18, redom kako se pojavǉuju u igri. Kada Maksim

povuqe pravu a1, Mina povlaqi pravu a2 kao proizvoǉnu pravu paralelnu sa a1. Daǉe, Mina u svakom svom potezu
treba da povuqe pravu paralelnu sa a1 i a2, i to na naqin koji �e biti opisan u nastavku.



Naime, tvrdimo da Mina mo�e svoje prave povlaqiti na takav naqin da se broj razliqitih preseqnih taqaka
nakon povlaqeǌe prave a2i+2 pove�a za ne vixe od max{3i− 2, 2i+ 1} u odnosu na broj nakon povlaqeǌa prave a2i.
Poka�imo to.

Pretpostavimo prvo da Maksimova prava a2i+1 u preseku s nekom od ranijih Maksimovih pravih osim a1

obrazuje novu preseqnu taqku. Tada Mina svoju pravu a2i+2 treba da povuqe tako da prolazi kroz tu preseqnu
taqku (ako ima vixe takvih preseqnih taqaka, onda kroz bilo koju od ǌih). Izraqunajmo za koliko se na taj
naqin pove�ao broj razliqitih preseqnih taqaka tokom ova dva poteza. Maksimova prava a2i+1 obrazuje najvixe
2i novih preseqnih taqaka. Potom, Minina prava a2i+2 ne seqe pravu a1, niti ijednu od pravih a2, a4, . . . , a2i (jer
je paralelna sa svima ǌima); osim toga, budu�i da prava a2i+2 prolazi kroz preseqnu taqku neke dve Maksimove
prave, ni u preseku prave a2i+2 s tim dvema ne dobijamo nove preseqne taqke; dakle, Minina prava a2i+2 mo�e
obrazovati nove preseqne taqke u preseku s maksimalno i− 2 Maksimove prave, tj. mo�e obrazovati maksimalno
i− 2 novih preseqnih taqaka. Dakle, ukupan broj novodobijenih preseqnih taqaka tokom ova dva poteza je ne ve�i
od 2i+ (i− 2) = 3i− 2.

Pretpostavimo sada da Maksimova prava a2i+1 ne obrazuje novu preseqnu taqku ni s jednom od ranijih Ma-
ksimovih pravih, osim eventualno a1. Tada se nakon tog Maksimovog poteza broj razliqitih preseqnih taqaka
pove�ao za ne vixe od i + 1 (nove preseqne taqke se mogu dobiti u preseku sa svim Mininim pravima, kao i u
preseku sa a1). Tada Mina svoju pravu a2i+2 mo�e povu�i proizvoǉno (pritom, naravno, paralelnu sa prethodnim
svojim pravima), i ona obrazuje nove preseqne taqke maksimalno s Maksimovih i pravih (sve sem a1), pa je ukupan
broj novodobijenih preseqnih taqaka tokom ova dva poteza ne ve�i od (i+ 1) + i = 2i+ 1.

Time je najavǉeno tvr�eǌe dokazano. Ostaje da izbrojimo koliko se maksimalno razliqitih preseqnih taqaka
dobija na ovaj naqin. Za i = 1, 2 imamo max{3i − 2, 2i + 1} = 2i + 1, a za i > 3 imamo max{3i − 2, 2i + 1} = 3i − 2.
Dakle, kako posle povlaqeǌa prave a2 nemamo nijednu preseqnu taqku, i kako se nove preseqne taqke dobijaju
prema pokazanim ograniqeǌima, ukupan broj razliqitih preseqnih taqaka na kraju igre je ne ve�i od:

8X
i=1

max{3i− 2, 2i+ 1} =
2X
i=1

(2i+ 1) +
8X
i=3

(3i− 2) = (3 + 5) + (7 + 10 + 13 + 16 + 19 + 22) = 95,

pa pobe�uje Mina.

Drugi razred – A kategorija

1. Odmah imamo uslove x > 1 i 2x > a. Transformixemo jednaqinu kao
√

2x− a = 2 +
√
x− 1 i kvadriramo,

nakon qega ostaje 2x−a = 4+4
√
x− 1+x− 1, tj. x− (3+a) = 4

√
x− 1. Nakon jox jednog kvadriraǌa, uz postavǉaǌe

uslova x > 3 + a, dobijamo x2 − 2x(3 + a) + (9 + 6a+ a2) = 16(x− 1), tj. x2 − (22 + 2a)x+ 25 + 6a+ a2 = 0. Rexavaǌem
ove kvadratne jednaqine dobijamo:

x1,2 =
22 + 2a±

È
(484 + 88a+ 4a2)− (100 + 24a+ 4a2)

2
=

22 + 2a±
√

384 + 64a
2

= 11 + a± 4
√

6 + a.

Za a < −6 oqigledno nema realnih rexeǌa, a za a = −6 dobijamo jedino rexeǌe x = 5, koje zadovoǉava
uslove definisanosti. Treba za a > −6 proveriti koja rexeǌa zadovoǉavaju uslove definisanosti x > 1, 2x > a
i x > 3 + a. Prvi uslov se svodi na 11 + a ± 4

√
6 + a > 1, tj. 10 + a > ∓4

√
6 + a; posle kvadriraǌa dobijamo

100 + 20a + a2 > 96 + 16a, tj. a2 + 4a + 4 > 0, a ovo je ispuǌeno uvek (jer je leva strana jednaka (a + 2)2). Drugi
uslov se svodi na 22 + 2a± 8

√
6 + a > a, tj. 22 + a > ∓8

√
6 + a; posle kvadriraǌa dobijamo 484 + 44a+ a2 > 384 + 64a,

tj. a2 − 20a + 100 > 0, a ovo je ispuǌeno uvek (jer je leva strana jednaka (a − 10)2). Preostaje jox tre�i uslov.
On se svodi na 11 + a± 4

√
6 + a > 3 + a, tj. 8± 4

√
6 + a > 0, i konaqno 2±

√
6 + a > 0. Uvek va�i 2 +

√
6 + a > 0, pa

jedno rexeǌe imamo uvek. Nejednakost 2−
√

6 + a > 0 se (nakon prebacivaǌa i kvadriraǌa) svodi na 4 > 6 + a, tj.
a 6 −2, pa tada imamo i drugo rexeǌe.

Dakle, rezimirajmo:
• za a < −6 nema realnih rexeǌa;
• za a = −6 jedino rexeǌe je x = 5;
• za −6 < a 6 −2 imamo dva rexeǌa, x1/2 = 11 + a± 4

√
6 + a;

• za −2 < a imamo jedno rexeǌe, x = 11 + a+ 4
√

6 + a.

2. Neka je d broj pogo�enih, a n broj promaxenih xuteva tokom treninga. Tada imamo d− kn = k, i po uslovu
zadatka va�i

3
4
<

d

d+ n
=

kn+ k

(k + 1)n+ k
<

4
5
.

Leva nejednakost daje 3(k+ 1)n+ 3k < 4kn+ 4k, tj. kn+ k > 3n, dok desna nejednakost daje 4(k+ 1)n+ 4k > 5kn+ 5k,
tj. kn+ k < 4n. Iz druge nejednakosti dobijamo k < 4, tj. k ∈ {1, 2, 3}. U sluqaju k = 1 prva nejednakost se svodi na
n+1 > 3n, tj. 1 > 2n, a ovo je mogu�e samo za n = 0, no za n = 0 druga nejednakost se svodi na k < 0, kontradikcija.
U sluqaju k = 2 prva nejednakost se svodi na 2n+ 2 > 3n, tj. n < 2, a druga nejednakost se svodi na 2n+ 2 < 4n, tj.
1 < n, pa opet imamo kontradikciju. Dakle, preostaje jedino mogu�nost k = 3.
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3. Oznaqimo stranice datog trougla uobiqajeno sa a, b i c, uglove sa α, β i γ, a
polupreqnik opisane kru�nice sa R. Neka je D podno�je visine iz temena A, a E podno�je
visine iz temena B.

Va�i 4AHN ∼ 4AMD, odakle dobijamo AH
AN = AM

AD , tj. AN · AM = AH · AD. Iz uslova
AN = 3MN dobijamo AN = 3AM

4 , pa uvrxtavaju�i ovo u prethodnu jednakost zakǉuqujemo
3AM2 = 4AH ·AD. Kako je AM te�ixna du�, za ǌu va�i formula AM2 = 2b2+2c2−a2

4 . Daǉe,
imamo AD = c sinβ = 2R sinβ sin γ (gde smo koristili sinusnu teoremu: c

sin γ = 2R), kao
i AH = AE

cos(90◦−γ) = c cosα
sin γ = 2R cosα. Uvrxtavaju�i sve ovo u malopre�axǌu jednakost,

dobijamo
3
4
(2b2 + 2c2 − a2) = 4(2R cosα)(2R sinβ sin γ) = 16R2 cosα sinβ sin γ.

Primetimo sada:

cosα sinβ sin γ = cosα
cos(β − γ)− cos(β + γ)

2
=

cosα(cos(β − γ)− cos(180◦ − α))
2

=
cosα cos(β − γ) + cos2 α

2

=
cos(α+β−γ)+cos(α−β+γ)

2 + 1− sin2 α

2
=

cos(180◦ − 2γ) + cos(180◦ − 2β) + 2− 2 sin2 α

4

=
1− cos 2γ + 1− cos 2β − 2 sin2 α

4
=

2 sin2 γ + 2 sin2 β − 2 sin2 α

4
=

sin2 γ + sin2 β − sin2 α

2
,

te imamo

16R2 cosα sinβ sin γ = 8R2 sin2 γ + 8R2 sin2 β − 8R2 sin2 α = 2(2R sin γ)2 + 2(2R sinβ)2 − 2(2R sinα)2 = 2c2 + 2b2 − 2a2.

Prema tome, mo�emo konstatovati da va�i jednakost 3
4 (2b2+2c2−a2) = 2c2+2b2−2a2, xto se svodi na 5a2 = 2b2+2c2.

Odatle dobijamo AM2 = 2b2+2c2−a2

4 = 5a2−a2

4 = a2, tj. AM = BC, xto je i trebalo dokazati.

4. Zapiximo n u obliku n = pkm za neki prost broj p i prirodne brojeve k,m, gde p - m. Neka d(m) oznaqava
broj delilaca broja m. Tada n ima taqno d(m) delilaca koji nisu deǉivi sa p (to su upravo delioci broja m),
kao i kd(m) onih koji jesu (to su delioci broja m pomno�eni s nekim stepenom broja p ne ve�im od k-tog). Poxto
se u svakom paru iz formulacije zadatka mora nalaziti bar jedan broj koji nije deǉiv sa p (u suprotnom bi im i
zbir bio deǉiv sa p i pritom ve�i od p, pa zbir ne bi mogao biti prost broj), sledi d(m)>kd(m), odakle dobijamo
k = 1. Dakle, n ne mo�e biti deǉiv nijednim kvadratom prostog broja. Primetimo jox i da n mora biti paran
broj, jer bi u suprotnom svi ǌegovi delioci bili neparni, pa bi, ma kako ih podelimo na parove, zbir brojeva u
svakom paru bio paran broj, te ne bi mogli svi ti zbirovi biti prosti. Prema svemu tome, n mora biti oblika
n = 2p1p2 · · · pk, gde su p1, p2 . . . , pk razliqiti neparni prosti brojevi.

Broj n mo�e biti u paru jedino sa brojem 1 (ako bi bio u paru bilo s kojim drugim svojim deliocem, ǌihov
zbir bi bio deǉiv tim deliocem, pa ne bi bio prost). Daǉe, svaki od brojeva n

pi
je u paru sa nekim brojem koji

je uzajamno prost s ǌim, xto mora biti pi. Sliqno zakǉuqujemo da je broj n
pipj

u paru sa pipj itd., tj. dobijamo
da svi parovi moraju biti oblika {x, nx}.

Pretpostavimo da neka dva para imaju isti zbir, tj. x + n
x = y + n

y . Mno�e�i obe strane sa xy dobijamo
x2y+ny = xy2 +nx, tj. xy(x− y) = n(x− y), a ovo se svodi na (xy−n)(x− y) = 0, odakle konaqno dobijamo y = x ili
y = n

x ; dakle, {x,
n
x} = {y, ny }, qime je dokaz zavrxen.

5. Najpre, sve cifre megaprostog broja moraju biti iz skupa {2, 3, 5, 7}. Oznaqimo skup svih brojeva sa 2018
cifara i svim ciframa iz skupa {2, 3, 5, 7} sa S. Neka je A skup brojeva iz S koji su deǉivi sa 5, B skup parnih
brojeva iz S, a C skup neparnih brojeva iz S qiji je zbir cifara paran.

Imamo |A| = |B| = 42017, kao i |A ∩ B| = |B ∩ C| = 0. Izraqunajmo sada broj elemenata skupa C. Poxto su
elementi skupa C neparni, kao posledǌa cifra dolaze u obzir 3 mogu�nosti (cifre 3, 5 i 7). Poxto im je zbir
cifara paran, to znaqi da se me�u prvih 2017 cifara cifra 2 pojavǉuje paran broj puta. Uz ove restrikcije,
ostale cifre mo�emo birati proizvoǉno. Dakle, |C| = 3

P1008
k=0

�2017
2k

�
32017−2k. Primetimo da sabirci pod sumom

predstavǉaju upravo svaki drugi sabirak iz binomnog razvoja (3 + 1)2017, pa sledi

|C| = 3
1008X
k=0

�
2017
2k

�
32017−2k = 3 · (3 + 1)2017 + (3− 1)2017

2
=

3(42017 + 22017)
2

.

Elementi iz preseka A ∩ C su upravo oni brojevi iz skupa C koji imaju 5 kao cifru jedinica. Odatle imamo
|A ∩ C| = |C|

3 = 42017+22017

2 . Dakle, principom ukǉuqeǌa-iskǉuqeǌa zakǉuqujemo

|A ∪B ∪ C| = |A|+ |B|+ |C| − |A ∩ C| = 42017 + 42017 +
3(42017 + 22017)

2
− 42017 + 22017

2
= 3 · 42017 + 22017.



Jasno, nijedan broj iz skupa A ∪B ∪ C nije megaprost.
Oznaqimo sa D skup brojeva iz S koji su deǉivi sa 3, a da pritom nisu u skupu A∪B∪C (drugi uslov se svodi

na to da se zavrxavaju cifrom 3 ili 7, i da imaju neparan zbir cifara). Procenimo broj elemenata skupa D. Ako
se me�u prvih 2016 cifara cifra 2 pojavǉuje neparan broj puta, onda za pretposledǌe mesto imamo mogu�nosti
3, 5 ili 7 (kako bi ukupan zbir cifara bio neparan). Koji god da ostatak pri deǉeǌu sa 3 daje zbir prvih 2016
cifara, uvek mo�emo na dva naqina izabrati posledǌu i pretposledǌu cifru (iz skupa {3, 7}, odnosno {3, 5, 7})
na takav naqin da ukupan zbir cifara (pa time i posmatrani broj) bude deǉiv sa 3. U ovom sluqaju, dakle, imamo

2
1007X
k=0

�
2016

2k + 1

�
32016−(2k+1) = 2 · (3 + 1)2016 − (3− 1)2016

2
= 42016 − 22016

brojeva deǉivih sa 3. Ako se me�u prvih 2015 cifara cifra 2 pojavǉuje paran broj puta a 2016. cifra je neparna,
onda pretposledǌa cifra mora biti 2. Koji god da ostatak pri deǉeǌu sa 3 daje zbir prvih 2015 cifara, uvek
mo�emo na dva naqina izabrati posledǌu cifru i cifru pre pretposledǌe (iz skupa {3, 7}, odnosno {3, 5, 7}) na
takav naqin da ukupan zbir cifara (pa time i posmatrani broj) bude deǉiv sa 3. U ovom sluqaju, dakle, imamo

2
1007X
k=0

�
2015
2k

�
32015−2k = 2 · (3 + 1)2015 + (3− 1)2015

2
= 42015 + 22015

brojeva deǉivih sa 3. Dakle, mo�emo zakǉuqiti

|D| > (42016 − 22016) + (42015 + 22015) = 5 · 42015 − 22015

(primetimo da nismo iscrpli sve mogu�e oblike brojeva iz skupa D i stoga ne znamo taqan broj elemenata u
skupu D, ali i ova procena �e nam biti dovoǉna). Jasno, nijedan broj iz skupa D nije megaprost.

Konaqno, kako va�i D ∩ (A ∪B ∪ C) = ∅, imamo

|A ∪B ∪ C ∪D| > (3 · 42017 + 22017) + (5 · 42015 − 22015) = 53 · 42015 + 3 · 22015,

te ova vrednost predstavǉa doǌe ograniqeǌe za broj elemenata skupa S koji nisu megaprosti brojevi. Prema
tome, megaprostih brojeva u skupu S mo�e biti najvixe 42018 − (53 · 42015 + 3 · 22015) = 11 · 42015 − 3 · 22015 < 11 · 42015,
xto je i trebalo dokazati.

Tre�i razred – A kategorija

1. Tra�ena vrednost je najve�a vrednost realnog broja a za koju je nejednakost x2

x−9 > a ispuǌena na celom
intervalu x ∈ (9,∞). Primetimo da je najve�a takva vrednost a sigurno nenegativna, jer za a = 0 uslov va�i.
Mno�eǌem sa x − 9 (xto mo�emo uraditi jer je ta vrednost pozitivna) i prebacivaǌem s desne strane na levu,
posmatrana nejednakost se svodi na x2−ax+9a > 0. Primetimo da je, za x 6 9, posledǌa nejednakost uvek ispuǌena
(levu stranu mo�emo zapisati u obliku x2 + a(9 − x), gde su oba sabirka nenegativna), pa je uslov da ona bude
ispuǌena na intervalu x ∈ (9,∞) zapravo ekvivalentan uslovu da ona bude ispuǌena za sve x ∈ R. Ovo posledǌe
se svodi na to da diskriminanta mora biti nepozitivna, tj. a2−36a 6 0, ili a(36−a) 6 0. Rexeǌe ove nejednaqine
oqigledno je a ∈ [0, 36], pa najve�a mogu�a vrednost broja a iznosi 36.

2. Uoqimo, pre svega, da iz postavǉene jednaqine sledi 4 | x!, odakle dobijamo x > 4.
Pretpostavimo prvo da je x+3 slo�en broj. Tada, ukoliko bi x+3 bio deǉiv nekim prostim qiniocem p, p > 3,

imali bismo p 6 x (naime, oqigledno x + 2 - x + 3, a za x + 1 = p > 3 opet imamo x + 1 - x + 3); no, onda p | x! ali
p - 4, pa p ne deli levu stranu jednaqine a deli desnu, kontradikcija. Dakle, ukoliko je x + 3 slo�en broj, tada
x+ 3 mora biti stepen dvojke. No, tada je desna strana oqigledno deǉiva sa 8, dok za x > 4 imamo 8 | x! i 8 - 4 pa
8 - x! + 4, kontradikcija.

Dakle, x+3 je prost broj, recimo p. Iz postavǉene jednaqine imamo x+3 | x!+4, tj. p | (p−3)!+4. Iz ovog imamo
p | ((p−3)!+4)(p−2) = (p−2)!+4(p−2), a prema verziji Vilsonove teoreme dobijamo (p−2)!+4(p−2) ≡ 1+4·(−2) = −7
(mod p); odatle sledi p = 7, tj. x = 4. U tom sluqaju zaista nalazimo rexeǌe:

4! + 4 = 28 = 4 · 7 = 4 · (4 + 3)1,

tj. jedino rexeǌe je par (x, y) = (4, 1).



Ok 2018 3A 3

3. Neka su AD i AG, redom, visine iz temena A u 4ABC i 4AEF , i
neka je H ortocentar u 4ABC. Koriste�i tetivnost qetvorougla AFHE, kao
i qiǌenicu da su ]AHE i ]ACB uglovi s normalnim kracima, dobijamo
]AFE = ]AHE = ]ACB. Dakle, 4ABC ∼ 4AEF , a pri transformaciji
sliqnosti koja preslikava prvi trougao u drugi, taqkeM i D se preslikavaju
u N i G, redom. Osim toga, s obzirom na ME = MF (kru�nica nad preqnikom
BC ima centar u M i prolazi kroz obe taqke E i F ), imamo MN ⊥ EF , tj.
MN ‖ AG. Sledi ]DAM = ]NAG = 180◦ − ]ANM , xto znaqi da prava AD
dodiruje kru�nicu opisanu oko 4AMN (zbog veze me�u uglom izme�u tetive
i tangente i periferijskim uglom nad tom tetivom). Tvr�eǌe zadatka odmah
sledi.

4. Za n = 2 proizvoǉan dvoqlan skup ispuǌava uslove zadatka. Pret-
postavimo nadaǉe n > 2.

Oznaqimo S = a1 + a2 + · · · + an. Iz prvog uslova imamo {a1, a2, . . . , an} =
{S − a1, S − a2, . . . , S − an}, pa su onda i zbirovi elemenata iz ova dva skupa

jednaki. Dobijamo S = nS − S, tj. S(n − 2) = 0, odakle sledi S = 0. Dakle, {a1, a2, . . . , an} = {−a1,−a2, . . . ,−an}.
Primetimo, ako za neko i, 1 6 i 6 n, va�i ai = −ai, sledilo bi ai = 0, pa mo�emo imati najvixe jedno ovakvo i. Ne
gube�i na opxtosti, neka va�i a1 = −a2. Tada imamo i a2 = −a1, pa sledi da poqetni skup brojeva (s izostavǉenom
nulom, u sluqaju da 0 pripada poqetnom skupu) mo�emo podeliti u parove {x,−x}, x 6= 0.

Razmotrimo prvo sluqaj n = 2k, za k > 2. Tada imamo k parova oblika {xi,−xi}, xi 6= 0, za i = 1, 2, . . . , k.
ǋih mo�emo podeliti na dva disjunktna skupa {x1,−x1} i {x2,−x2, . . . , xk,−xk}, gde va�i xn+1

1 + (−x1)n+1 = 0 =
xn+1

2 + (−x2)n+1 + · · ·+ xn+1
k + (−xk)n+1. Prema tome, ovakvi n nisu rexeǌa zadatka zbog drugog uslova.

Razmotrimo sada sluqaj n = 2k+1, za k > 1. Zakǉuqujemo da je jedan od posmatranih brojeva jednak 0, a ostali
qine parove kako je gore konstatovano. Zadati skup mo�emo podeliti na dva disjunktna skupa {0, x1, x2, . . . , xk} i
{−x1,−x2, . . . ,−xk}, gde va�i 0n+1 + xn+1

1 + xn+1
2 + · · ·+ xn+1

k = (−x1)n+1 + (−x2)n+1 + · · ·+ (−xn)n+1. Prema tome, ni
ovakvi n nisu rexeǌa zadatka zbog drugog uslova.

Dakle, jedino rexeǌe zadatka je n = 2.

5. Neka je V skup svih tranzistora, E skup svih vodova, i neka xy oznaqava vod izme�u tranzistora x i y
(dakle, tranzistori x i y su na posmatranom qipu povezani vodom ako i samo ako va�i xy ∈ E). Daǉe, oznaqimo
sa d(x) broj vodova koji polaze iz tranzistora x, i e = |E|. Konstatujmo jednakost (xto �e biti potrebno kasnije)P
u∈V d(u) = 2e: zaista, leva strana taqno ubraja svaki vod po dva puta (po jednom za svaki kraj), odakle sledi

konstatacija.
Prema uslovu zadatka, za svaka dva tranzistora x i y takva da xy /∈ E imamo d(x) + d(y) > n− 1. Kako ovakvih

parova tranzistora ima
�n
2

�
− e, dobijamo

X
xy/∈E

(d(x) + d(y)) >
��

n

2

�
− e

�
(n− 1).

Primetimo da se, za svaki tranzistor u, sabirak d(u) na levoj strani strani pojavǉuje onoliko puta koliko ima
tranzistora s kojima u nije povezan, a to je n− 1− d(u). Dakle, imamo:X

xy/∈E

(d(x) + d(y)) =
X
u∈V

d(u)(n− 1− d(u)) = (n− 1)
X
u∈V

d(u)−
X
u∈V

d(u)2.

Iz posledǌa dva izraza sledi

��
n

2

�
− e

�
(n− 1) 6 (n− 1)

X
u∈V

d(u)−
X
u∈V

d(u)2 6 (n− 1)
X
u∈V

d(u)−

�P
u∈V d(u)

�2

n
= 2e(n− 1)− 4e2

n

(gde druga nejednakost va�i prema nejednakosti izme�u kvadratne i aritmetiqke sredine).
Dakle, dobili smo nejednakost

4e2

n
− 3e(n− 1) +

�
n

2

�
(n− 1) 6 0.

Ovo �emo rexavati kao kvadratnu nejednaqinu po e. Nule se nalaze u taqkama

3(n− 1)±
È

9(n− 1)2 − 16
n
n(n−1)

2 (n− 1)
8
n

=
n
�
3(n− 1)±

È
(n− 1)2

�
8

,

tj. n(n−1)
2 i n(n−1)

4 . Dakle, posmatrana nejednakost va�i za e ∈
h (n

2)
2 ,

�n
2

�i
, xto je i trebalo dokazati.



Qetvrti razred – A kategorija

1. Ukoliko 2 ∈ S, tada uslov daje da bar jedan prost faktor broja 2 · 2 + 1 mora pripadati skupu S, tj. 5 ∈ S, a
prost broj 5 je oblika 4k + 1. Pretpostavimo sada da 2 /∈ S, i pretpostavimo suprotno od tra�enog: neka su svi
prosti brojevi iz skupa S oblika 4k+3. Uzmimo p ∈ S proizvoǉno. Prema uslovu, bar jedan neparan prost faktor
broja p2 + 1 mora biti u skupu S. Doka�imo da je svaki neparan faktor broja p2 + 1 oblika 4k+ 1. Pretpostavimo
suprotno: neka imamo q = 4k + 3, p2 + 1 ≡ 0 (mod q). Tada va�i p2 ≡ −1 (mod q), pa i p4k+2 = (p2)2k+1 ≡ −1 (mod q);
s druge strane, prema maloj Fermaovoj teoremi va�i p4k+2 = pq−1 ≡ 1 (mod q), kontradikcija. Time je dokaz
zavrxen. (Kraj dokaza se mogao i malo skratiti pomo�u kvadratnih ostataka: ako q | p2 + 1, tada je −1 kvadratni
ostatak po modulu q, odakle sledi da je q oblika 4k + 1.)

2. Pretpostavimo da je x takav realan broj. Tada imamo 0 > cosx− cos 2x = 2 sin x
2 sin 3x

2 . Neka va�i x
2 = r+ 2kπ,

za neko k ∈ Z i r ∈ [0, 2π). U sluqaju sin x
2 > 0 imamo r ∈ (0, π), i budu�i da tada treba da va�i 0 > sin 3x

2 =
sin(3r+ 6kπ) = sin 3r, sledi 3r ∈ (π, 2π) (zbog 3r ∈ (0, 3π)); sve zajedno, r ∈ (π3 ,

2π
3 ) u ovom sluqaju. U sluqaju sin x

2 < 0
imamo r ∈ (π, 2π), i budu�i da tada treba da va�i 0 < sin 3x

2 = sin(3r + 6kπ) = sin 3r, sledi 3r ∈ (4π, 5π) (zbog
3r ∈ (3π, 6π)); sve zajedno, r ∈ ( 4π

3 ,
5π
3 ) u ovom sluqaju.

Primetimo, sinx = sin(2r + 4kπ) = sin 2r i sin 3x = sin(6r + 12kπ) = sin 6r. Znamo 2r ∈ ( 2π
3 ,

4π
3 ) ∪ ( 8π

3 ,
10π
3 ). U sluqaju

2r ∈ ( 2π
3 , π] ∪ ( 8π

3 , 3π], imamo 6r ∈ (2π, 3π] ∪ (8π, 9π], i tada va�i sinx = sin 2r > 0 i sin 3x = sin 6r > 0. U sluqaju
2r ∈ (π, 4π

3 ) ∪ (3π, 10π
3 ), imamo 6r ∈ (3π, 4π) ∪ (9π, 10π), i tada va�i sinx = sin 2r 6 0 i sin 3x = sin 6r 6 0. Me�utim, to

(u oba sluqaja) znaqi cos 2x− cos 4x = 2 sinx sin 3x > 0, tj. cos 2x > cos 4x, kontradikcija s uslovom zadatka.
Dakle, takav realan broj x ne postoji.

Ok 2018 4A 3

3. Posmatrajmo rotaciju ρ oko taqke O za ]AOB. Tada imamo ρ : k 7→ k,CA 7→ AB, a
onda, zbog ]XBA = ]Y AC, imamo i ρ : Y 7→ X, pa potom i ρ : Y ′ 7→ X ′. Odatle direktno
sledi OX ′ = OY ′.

4. Pobe�uje igraq B. Podelimo prvih 2016 redova na horizontalne domine. Kada igraq
A upixe cifru u neki od prvih 2016 redova, igraq B upixe u drugo poǉe iste domine
cifru koja u zbiru s upravo upisanom cifrom daje broj deǉiv sa 3. Kada igraq A upixe
cifru u neko poǉe u 2017. redu, igraq B upixe cifru 2 u poǉe neposredno ispod. Na
taj naqin �e na kraju igre brojevi u prvih 2016 redova svi biti deǉivi sa 3, pa ne�e
biti prosti; broj u 2018. redu bi�e jednak 222 . . . 222, pa ni on ne�e biti prost; brojevi
u svakoj koloni �e se zavrxavati cifrom 2, pa ni oni ne�e biti prosti. Dakle, jedino
broj u 2017. redu mo�e biti prost, pa pobe�uje igraq B.

5. Pretpostavimo da se nadovezivaǌem broja k! iza broja m! dobija broj n!. Jasno, n > k + 1. Neka broj k! ima
taqno c cifara. Primetimo, 10c > k, xto �emo koristiti u nastavku. Imamo

n! = m! · 10c + k!.

Pretpostavimo prvo k 6 m. Tada mo�emo obe strane podeliti sa k!, posle qega ostaje:

n(n− 1) · · · (k + 2)(k + 1) = m(m− 1) · · · (k + 2)(k + 1) · 10c + 1.

Desna strana je neparna, pa mora biti i leva. To je mogu�e jedino kada se proizvod s leve strane sastoji samo od
jednog qinioca, tj. n = k+1 (i to je ujedno vrednost na levoj strani). Ukoliko bi va�ilo m > k+1, tj. ukoliko bi
proizvod s desne strane ispred 10c bio neprazan, desna strana bi oqigledno bila ve�a od k+ 1, xto je nemogu�e.
Dakle, jedino ostaje m = k, qime se jednakost svodi na k+ 1 = 10c + 1, tj. k = 10c > k!, kontradikcija. Prema tome,
ovde ne dobijamo rexeǌe.

Pretpostavimo sada k > m. Ponovo podelimo obe strane polazne jednaqine sa k!, posle qega ostaje:

n(n− 1) · · · (k + 2)(k + 1) =
10c

k(k − 1) · · · (m+ 2)(m+ 1)
+ 1.

Razlomak na desnoj strani mora biti ceo broj. Za k > m + 3 ǌegov imenilac bi bio deǉiv sa 3, a kako 10c nije
deǉivo sa 3, ovo je nemogu�e. Ostaje k = m+ 1 ili k = m+ 2. Posmatra�emo ova dva sluqaja zasebno.
• k = m+ 2:
Kako (m + 1)(m + 2) | 10c a m + 1 i m + 2 su uzajamno prosti prirodni brojevi ve�i od 1, oni moraju biti
stepen dvojke i stepen petice u nekom redosledu. Za m+ 2 = 2a i m+ 1 = 5b imamo 2a = 5b + 1; odmah vidimo
a > 3, no tada je leva strana deǉiva sa 8 pa bi 5b moralo davati ostatak 7 pri deǉeǌu sa 8, dok se zapravo
me�u ostacima broja 5b pri deǉeǌu sa 8 naizmeniqno javǉaju samo 5 i 1, kontradikcija. Dakle, mora va�iti
m + 2 = 5a i m + 1 = 2b, i 5a = 2b + 1. Za b 6 2 nalazimo jedno rexeǌe, (a, b) = (1, 2); tada sledi m = 3 i
k = m+2 = 5, no kako broj 6120 (nadovezivaǌe brojeva 3! i 5!) nije faktorijal nijednog prirodnog broja, ovde



ne dobijamo rexeǌe. Pretpostavimo sada b > 3. Tada desna strana daje ostatak 1 pri deǉeǌu sa 8, pa mora
i leva, odakle sledi da je a paran broj, recimo a = 2a1. Tada sledi 2b = 52a1 − 1 = (5a1 − 1)(5a1 + 1). Svaka
zagrada mora biti stepen dvojke, a kako se razlikuju za taqno 2, jedina mogu�nost je da bude 5a1 − 1 = 2, xto
nije mogu�e.
• k = m+ 1:
Sliqno kao i gore, mora biti m+ 1 | 10c. Pretpostavimo prvo 2c - m+ 1. Tada je 10c

m+1 + 1 neparan broj, pa to
mora biti i leva strana posmatrane jednakosti, koja iznosi n(n− 1) · · · (m+ 3)(m+ 2). Ovo je mogu�e samo za
n = m+2, tj. ostaje m+2 = 10c

m+1 +1. Sledi (m+2)(m+1) = 10c+(m+1), a odatle (m+1)2 = 10c > k! = (m+1)!,
tj. m+ 1 > m!. Odavde sledi m 6 2. Za m = 1 imamo k = 2, a za m = 2 imamo k = 3, ali kako brojevi 12 i 26
nisu faktorijali nijednog prirodnog broja, ni ovde ne dobijamo rexeǌe.
Pretpostavimo sada 2c | m+ 1. Tada imamo m+ 1 > 2c i

(2c)n−m−1 < n(n− 1) · · · (m+ 3)(m+ 2) =
10c

m+ 1
+ 1 6 5c + 1,

pa sledi n −m − 1 6 2 (za n −m − 1 > 3 gorǌa nejednakost bi se svela na 8c < 5c + 1, xto je nemogu�e), tj.
n 6 m+ 3, a ovo implicira n = m+ 3 ili n = m+ 2. Sluqaj n = m+ 2 smo rexavali malopre i nismo naxli
rexeǌa. Ostaje n = m+ 3. Tada imamo

(m+ 3)(m+ 2) =
10c

m+ 1
+ 1 >

k!
m+ 1

+ 1 =
(m+ 1)!
m+ 1

+ 1 = m! + 1,

tj. m2 + 5m+ 5 > m!. Ova nejednakost va�i samo za m 6 4. Sluqajeve m = 1 i m = 2 smo ispitali ranije. Za
m = 3 imamo k = 4, a za m = 4 imamo k = 5, ali kako brojevi 624 i 24120 nisu faktorijali nijednog prirodnog
broja, opet ne nalazimo rexeǌe.

Dakle, prirodni brojevi m i k tra�eni u postavci ne postoje.

Prvi razred – B kategorija

Ok 2018 1B 1

1. Neka je N sredixte stranice BC, ujedno i presek k sa BC. Imamo ]ANC =
]ANB = 90◦, jer je AC preqnik kru�nice k. Po stavu SUS imamo 4ANC ∼= 4ANB,
pa sledi AB = AC = 60. Sada imamo 60 = AD + DB = 3

2DB + DB = 5
2DB, pa sledi

DB = 24 i AD = 3
2 · 24 = 36. Va�i i ]ADC = 90◦ (ponovo jer je AC preqnik), pa sada iz

Pitagorine teoreme dobijamo CD =
√

602 − 362 = 12
√

52 − 32 = 48. Kako je CD visina na
AB u 4ABC, ǌegova povrxina iznosi AB·CD

2 = 60·48
2 = 1440.

2. Prvo rexeǌe. Neka je S presek dijagonale DB i du�i KM . Kako 4BKM i 4DKM
imaju zajedniqku stranicu KM , odnos ǌihovih povrxina zapravo predstavǉa odnos
ǌihovih visina spuxtenih na KM . Visine spuxtene iz B, odnosno D na KM odnose se
kao SB i DS (prema Talesovoj teoremi), pa zapravo treba na�i SB

DS .

Ok 2018 1B 2

Oznaqimo ~x =
−−→
DC i ~y =

−−→
DA. Sada iz

−−→
DB = ~x+ ~y i

−→
DS = k

−−→
DB za neko k, 0 < k < 1 (a

onda
−→
SB =

−−→
DB −

−→
DS = (1− k)

−−→
DB), imamo

−→
DS = k~x+ k~y.

S druge strane, kako je S na du�i KM , to za neki realan broj m, 0 < m < 1, va�i−→
DS = m

−−→
DK+(1−m)

−−→
DM . S obzirom na

−−→
DK =

−−→
DA+

−−→
AK = ~y+ 2

5~x i
−−→
DM =

−−→
DC+

−−→
CM = ~x+ 1

3
−→y ,

uvrxtavaǌem ovoga u prethodnu jednakost dobijamo

−→
DS = m

�
~y +

2
5
~x

�
+ (1−m)

�
~x+

1
3
~y

�
=
�

2m
5

+ 1−m
�
~x+

�
m+

1−m
3

�
~y =

5− 3m
5

~x+
2m+ 1

3
~y.

Dakle, sledi k~x+ k~y = 5−3m
5 ~x+ 2m+1

3 ~y, pa kako su vektori −→x i −→y nekolinearni, mora va�iti k = 5−3m
5 i k = 2m+1

3 .

Odatle imamo 5−3m
5 = 2m+1

3 , tj. 15− 9m = 10m+ 5, pa izraqunavamo m = 10
19 . Najzad, k = 2· 1019+1

3 = 13
19 i

P (4BKM)
P (4DKM)

=
SB

DS
=

1− k
k

=
6
19
13
19

=
6
13
.

Drugo rexeǌe. Kao i u prethodnom rexeǌu, tra�imo SB
DS . Provucimo kroz M pravu paralelnu sa AB, i neka je

P preseqna taqka te prave sa BD. Posmatraju�i prave BD i BC, prema Talesovoj teoremi imamo MP
CD = MB

CB = 2
3 ,



tj. MP = 2
3CD, i DP

DB = CM
CB = 1

3 , tj. DP = 1
3DB. Posmatraju�i prave BD i KM , prema Talesovoj teoremi imamo

BS
PS = BK

PM =
3
5AB
2
3CD

= 9
10 . Oznaqimo BS = 9x i PS = 10x. Imamo BS + PS = BP = DB −DP = 2

3DB, tj. 19x = 2
3DB, pa

sledi x = 2
57DB. Odatle izraqunavamo BS = 9x = 6

19DB i DS = DB −BS = 13
19DB, pa konaqno

P (4BKM)
P (4DKM)

=
SB

DS
=

6
19DB
13
19DB

=
6
13
.

3. Izraqunajmo najpre ukupan broj taqkica na dominama na kojima se javǉaju dva razliqita broja. Posmatrajmo
sve ure�ene parove razliqitih brojeva od 0 do 9. Svaki broj se na prvoj koordinati javǉa taqno 9 puta (za sve
mogu�e vrednosti druge koordinate razliqite od tog broja), pa zbir svih prvih koordinata iznosi 9 · (0 + 1 +
2 + · · · + 9) = 9 · 9·10

2 = 405; sliqno, zbir svih drugih koordinata iznosi tako�e 405, pa zbir svih brojeva koji se
javǉaju u ovim ure�enim parovima iznosi 910. Primetimo da se domine na kojima se javǉaju dva razliqita broja
mogu predstaviti upravo ovakvim ure�enim parovima, pri qemu smo svaku dominu na taj naqin raqunali dva puta
(dominu na kojoj su brojevi a i b raqunali smo i kao par (a, b), i kao par (b, a)); dakle, ukupan broj taqkica na
ovakvim dominama je taqno polovina malopre izraqunate vrednosti, tj. iznosi 405.

Ukupan broj taqkica na dominama na kojima se s obe strane nalazi isti broj iznosi 2 · (0 + 1 + 2 + · · · + 9) =
2 · 9·10

2 = 90. Dakle, rexeǌe zadatka je 405 + 90 = 495.

4. U dokazu koristimo slede�e jednostavno zapa�aǌe: ako su x i y prirodni brojevi takvi da su x i xy kubovi
prirodnih brojeva, tada je i y kub prirodnog broja.

a) Ako su ab i bc kubovi prirodnih brojeva, tada je kub prirodnog broja i (ab)2bc, tj.a2b3c. Tada po zapa�aǌu
s poqetka sledi da je i a2c kub prirodnog broja.

b) S obzirom na a4b = a3 · ab, a kako su a4b i a3 kubovi prirodnih brojeva, sledi da je i ab kub prirodnog
broja. Sliqno, iz b8c5 = b6c3 · b2c2 dobijamo da je b2c2 kub prirodnog broja, a iz c7a = c6 · ca dobijamo da je ca kub
prirodnog broja (jer su b8c5 i b6c3, odnosno c7a i c6, kubovi prirodnih brojeva). Sada iz ab · b2c2 = ab3c2 sledi da
je ab3c2 kub prirodnog broja (jer su to oba qinioca na levoj strani), a onda je i ac2 kub prirodnog broja. Daǉe,
kako su ac i ac2 kubovi prirodnih brojeva, sledi da je i c kub prirodnog broja. Konaqno, a je kub prirodnog broja
jer su c i ac kubovi prirodnih brojeva, a b je kub prirodnog broja jer su sada a i ab kubovi prirodnih brojeva.

5. Pretpostavimo prvo x 6 1
3 . Tada imamo |3x− 1| = 1− 3x, pa se jednaqina svodi na

1 = |x− |2x− |3x− 1||| = |x− |2x− (1− 3x)|| = |x− |5x− 1||.

Za x 6 1
5 imamo |5x − 1| = 1 − 5x, pa se jednaqina daǉe svodi na 1 = |x − |5x − 1|| = |x − (1 − 5x)| = |6x − 1|, tj.

6x − 1 = ±1, a ovo ima rexeǌa x = 1
3 i x = 0, od kojih prvo odbacujemo jer ne ispuǌava uslov x 6 1

5 ; za x > 1
5

imamo |5x − 1| = 5x − 1, pa se jednaqina daǉe svodi na 1 = |x − |5x − 1|| = |x − (5x − 1)| = |1 − 4x|, tj. 1 − 4x = ±1, a
ovo ima rexeǌa x = 0 i x = 1

2 , koja oba odbacujemo jer nisu u intervalu 1
5 < x 6 1

3 .
Pretpostavimo sada x > 1

3 . Tada imamo |3x− 1| = 3x− 1, pa se jednaqina svodi na

1 = |x− |2x− |3x− 1||| = |x− |2x− (3x− 1)|| = |x− |1− x||.

Za x 6 1 imamo |1−x| = 1−x, pa se jednaqina daǉe svodi na 1 = |x−|1−x|| = |x−(1−x)| = |2x−1|, tj. 2x−1 = ±1, a ovo
ima rexeǌa x = 1 i x = −1, od kojih drugo odbacujemo jer ne ispuǌava uslov x > 1

3 ; za x > 1 imamo |1− x| = x− 1,
pa se jednaqina daǉe svodi na 1 = |x− |1−x|| = |x− (x− 1)| = |1| = 1, pa su u ovom sluqaju rexeǌa svi brojevi koji
ispuǌavaju uslov x > 1.

Dakle, rexeǌa jednaqine su x = 0 i svi realni brojevi x za koje va�i x > 1.

Drugi razred – B kategorija

1. Primetimo da zbir svih dozvoǉenih cifara iznosi 0 + 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 = 6·7
2 = 21. Poxto treba sastaviti

qetvorocifren broj od nekih me�u ovim ciframa qiji zbir treba da iznosi 15, treba odbaciti neke tri cifre
koje imaju zbir 6. Oqigledno, one mogu biti samo nexto od: {0, 1, 5}, {0, 2, 4} ili {1, 2, 3}.

U prvom sluqaju mo�emo koristiti cifre 2, 3, 4, 6, i ǌih mo�emo razmestiti na 4! = 24 naqina. U drugom
sluqaju mo�emo koristiti cifre 1, 3, 5, 6, i ǌih mo�emo razmestiti na 4! = 24 naqina. U tre�em sluqaju mo�emo
koristiti cifre 0, 4, 5, 6, a prilikom ǌihovog razmextaǌa moramo paziti na to da 0 ne sme biti na prvom mestu;
dakle, za najlevǉu cifru biramo jednu od 4, 5, 6, a onda preostale tri mo�emo razmestiti na 3! = 6 naqina, pa u
ovom sluqaju imamo ukupno 3 · 6 = 18 brojeva.

Dakle, rexeǌe zadatka je 24 + 24 + 18 = 66.
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2. Neka kru�nica k dodiruje stranice AD, CD i BC u taqkama J , F i K,
redom. Neka su C0 i D0 podno�ja normala iz C i D na AB, redom.

Neka je r polupreqnik kru�nice k. Oznaqimo x = DJ . Na osnovu jednakosti
tangentnih du�i iz taqke na kru�nicu, imamo AJ = AE = 15, BK = BE = 10,
DF = DJ = x i CK = CF = 8−x. Va�i i D0E = DF = x i C0E = CF = 8−x. Iz
Pitagorine teoreme primeǌene na 4ADD0 i 4BCC0 imamo AD2

0 +DD2
0 = AD2

i BC2
0 + CC2

0 = BC2, tj.

(15− x)2 + (2r)2 = (15 + x)2

i
(10− (8− x))2 + (2r)2 = (10 + (8− x))2.

Prva jednaqina se svodi na 225−30x+x2 +4r2 = 225+30x+x2, tj. 4r2 = 60x, a odatle sledi x = r2

15 . Druga jednaqina
se svodi na 4 + 4x + x2 + 4r2 = 324 − 36x + x2, tj. 40x + 4r2 = 320, a odatle sledi x = 320−4r2

40 = 80−r2
10 . Dakle, va�i

r2

15 = 80−r2
10 , xto se svodi na 10r2 = 1200− 15r2, a odatle izraqunavamo r =

È
1200
25 =

√
48 = 4

√
3.

3. Kako
√

2019 nije prirodan broj (442 = 1936 < 2019 < 2025 = 452), sledi da je broj n2 bar petocifren.
Pretpostavimo n2 = 2019a. Kako imamo 1422 = 20164 < 2019a < 20449 = 1432, takvo n ne postoji. Pretpostavimo
sada n2 = 2019ab, tj. 2019 · 102 = 201900 6 n2 < 202000 = 2020 · 102. Odatle imamo n >

√
2019 · 10 > 440 i n <√

2020 · 10 < 450, ali onda ispitivaǌem ovog intervala u potrazi za n koje ispuǌava zadate uslove ustanovǉavamo
4492 = 201601 < 2019ab < 202500 = 4502, pa takvo n ne postoji. Pretpostavimo sada n2 = 2019abc, tj. 20190 · 102 =
2019000 6 n2 < 2020000 = 20200 · 102. Odatle imamo n >

√
20190 · 10 > 1420 i n <

√
20200 · 10 < 1430. Sada ispitivaǌem

ovog intervala u potrazi za n koje ispuǌava zadate uslove ve� za n = 1421 dobijamo 14212 = 2019241.
Dakle, najmaǌi takav prirodan broj n je n = 1421.

4. Postavǉena jednaqina je ekvivalentna sa
È
a2 − x

√
x2 + a2 = a − x. Odatle imamo uslov a > x, a nakon

kvadriraǌa jednaqina se svodi na a2 − x
√
x2 + a2 = a2 − 2ax+ x2, tj. x

√
x2 + a2 = 2ax− x2. Jedna mogu�nost je x = 0

(xto jeste rexeǌe kad god je ispuǌen uslov a > x, tj. a > 0); inaqe nam posle skra�ivaǌa sa x ostaje
√
x2 + a2 =

2a − x, a ovo se nakon kvadriraǌa, uz postavǉaǌe uslova 2a − x > 0, tj. a > x
2 , svodi na x2 + a2 = 4a2 − 4ax + x2,

tj. 4ax = 3a2. U sluqaju a = 0 ovo je ispuǌeno uvek, tj. tada su rexeǌa svi brojevi x za koje va�i a > x i a > x
2 ,

tj. x 6 0. Pretpostavimo sada a 6= 0. Tada iz posledǌe jednaqine dobijamo jox rexeǌe x = 3a
4 ; ovo jeste rexeǌe

polazne jednaqine ako su ispuǌeni uslovi a > x i a > x
2 , tj. a > 3a

4 i a > 3a
8 , a oni se svode na a

4 > 0 i 5a
8 > 0, tj.

(ponovo) a > 0.
Dakle, rezimirajmo: za a = 0 rexeǌe jednaqine je ceo interval x ∈ (−∞, 0], za a > 0 jednaqina ima dva rexeǌa,

x = 0 i x = 3a
4 , a za a < 0 jednaqina nema rexeǌa.

a b c
d e f
g h i

2 9 4
7 5 3
6 1 8
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5. Posmatrajmo magiqni kvadrat kao na slici levo. Poxto va�i a + b + c + · · · + i =
1+2+3+ · · ·+9 = 45 i a+b+c = d+e+f = g+h+ i, sledi a+b+c = d+e+f = g+h+ i = 15,
i tako�e zbirovi u svakoj vrsti i na obe dijagonale iznose 15. Primetimo sada:

60 = 4 · 15 = (b+ e+ h) + (d+ e+ f) + (a+ e+ i) + (c+ e+ g) = (a+ b+ c+ · · ·+ i) + 3e = 45 + 3e,

odakle sledi e = 5.
Pretpostavimo da je broj 9 smexten u ugao; bez umaǌeǌa opxtosti, a = 9. Tada iz 15 = a + b + c = a + d + g

sledi b+ c = d+ g = 6. Me�utim, primetimo da dva broja mogu davati zbir 6 samo ako su to brojevi 2 i 4 (zaista,
mogu�nosti 3+3 otpada jer brojevi moraju biti razliqiti, a mogu�nost 1+5 otpada jer je broj 5 ve� iskorix�en
za e), pa smo zapravo dobili kontradikciju.

Prema tome, broj 9 ne mo�e biti smexten u uglu, pa mora biti na sredini neke stranice. Uzmimo npr. b = 9.
Tada sliqno kao malopre dobijamo a + c = 6, tj. a = 2 i c = 4 ili obratno. Koju god od ove dve mogu�nosti da
odaberemo (a me�usobno su analogne), lako vidimo da se ostatak magiqnog kvadrata mo�e popuniti na jedinstven
naqin (na slici desno je prikazano popuǌavaǌe za a = 2 i c = 4.

Dakle, u sredini uvek mora biti broj 5, a zatim broj 9 mo�emo upisati na sredinu neke stranice, xto daje
4 mogu�nosti za broj 9. Nakon upisivaǌa broja 9, za ǌegova dva suseda imamo jox izbor koji od ǌih �e biti 2
a koji 4, xto su jox 2 mogu�nosti, a daǉe popuǌavaǌe magiqnog kvadrata je jednoznaqno odre�eno. Prema tome,
razliqitih magiqnih kvadrata 3× 3 ukupno ima 4 · 2 = 8.



Tre�i razred – B kategorija

1. Broj parova razliqitih xahista je n(n−1)
2 , pa kako je svako sa svakim odigrao po k partija, sledi n(n−1)

2 k =
224, tj. n(n− 1)k = 448 = 26 · 7. Me�u brojevima n i n− 1 jedan mora biti neparan, a jedini neparni delioci broja
448 su 1 i 7. Nemogu�e je n = 1, jer bi tada proizvod na levoj strani iznosio 0. Za n− 1 = 1 imamo n = 2 i tada
k = 224, tj. na turniru su igrala samo dvojica xahista i odigrali su 224 partije. Sluqaj n = 7 je tako�e nemogu�
jer tada imamo n − 1 = 6, a desna strana nije deǉiva sa 3. Konaqno, za n − 1 = 7 imamo n = 8 i tada k = 448

8·7 = 8,
tj. na turniru je igralo 8 xahista i svako je sa svakim odigrao po 8 partija.

Dakle, mogu�e je n = 2 i k = 224, ili n = 8 i k = 8.

2. Jednaqinu transformixemo u sin 3x− sinx = 1− cos 2x = 2 sin2 x, tj. 2 sinx cos 2x = 2 sin2 x. Jedna mogu�nost je
sinx = 0, tj. x = kπ za k ∈ Z. U sluqaju sinx 6= 0 posle skra�ivaǌa sa 2 sinx ostaje cos 2x = sinx, tj. 1−2 sin2 x = sinx.
Uvedimo smenu sinx = t. Tada dobijamo kvadratnu jednaqinu 2t2+t−1 = 0, a ǌena rexeǌa su t1/2 = −1±

√
1+8

4 = −1±3
4 ,

tj. t1 = 1
2 i t2 = −1. Dakle, sinx = 1

2 ili sinx = −1, tj. x = π
6 + 2kπ, x = 5π

6 + 2kπ ili x = −π2 + 2kπ za k ∈ Z.
Preostaje jox prebrojati koliko se od prona�enih rexeǌa nalazi u intervalu [2, 24]. Zbog 0 < 2 < π i 7π <

24 < 8π imamo 7 rexeǌa oblika x = kπ (za 1 6 k 6 7). Daǉe, zbog π
6 < 2 < 13π

6 i 37π
6 < 24 < 49π

6 imamo 3 rexeǌa
oblika x = π

6 + 2kπ (za 1 6 k 6 3). Zatim, zbog 0 < 2 < 5π
6 i 41π

6 < 24 < 53π
6 imamo 4 rexeǌa oblika x = 5π

6 + 2kπ (za
0 6 k 6 3). Najzad, zbog −π2 < 2 < 3π

2 i 15π
2 < 24 < 19π

2 imamo 4 rexeǌa oblika x = −π2 + 2kπ (za 1 6 k 6 4).
Dakle, ukupan broj rexeǌa u tra�enom intervalu iznosi 7 + 3 + 4 + 4 = 18.

3. Iz prve jednaqine sledi b = 8− a, pa uvrxtavaǌem ovoga u drugu dobijamo

32 = a2 + (8− a)2 + c2 = a2 + 64− 16a+ a2 + c2 = 2a2 − 16a+ 64 + c2,

tj. 2a2 − 16a + 32 + c2 = 0. Me�utim, primetimo da levu stranu mo�emo transformisati kao 2a2 − 16a + 32 + c2 =
2(a2 − 8a + 16) + c2 = 2(a − 4)2 + c2, pa da bi ovo bilo jednako nuli, mora va�iti a − 4 = 0 i c = 0. Dakle, jedino
rexeǌe zadatog sistema je a = 4, b = 8− a = 4 i c = 0.

4. Prvo rexeǌe. Neka je O presek dijagonala romba ABCD, i neka je a ǌegova stranica. Oznaqimo ]SOA = α,
]SOC = π − α, ]SOB = β, ]SOD = π − β. Primenom kosinusne teoreme na 4SOB, 4SOD, 4SOA i 4SOC, redom,
dobijamo:

SB2 = SO2 +OB2 − 2SO ·OB cosβ;

SD2 = SO2 +OD2 + 2SO ·OD cosβ;

SA2 = SO2 +OA2 − 2SO ·OA cosα;

SC2 = SO2 +OC2 + 2SO ·OC cosα.

Sabiraǌem prve dve jednakosti i druge dve jednakosti, uz uvrxtavaǌe OB = OD = a
2 , OA = OC = a

√
3

2 i SA = a,
dobijamo SB2+SD2 = 2SO2+ a2

2 i a2+SC2 = 2SO2+ 3a2

2 . Iz druge jednakosti sledi SC2 = 2SO2+ a2

2 , pa upore�ivaǌem
s prvom dobijamo SB2 + SD2 = SC2.

Drugo rexeǌe. Uvedimo vektore ~s =
−→
AS, ~b =

−−→
AB i ~d =

−−→
AD. Imamo |~s| = |~b| = |~d| = a, kao i ~b · ~d = a2 cos 60◦ = a2

2 .

Tako�e,
−→
SB = ~b− ~s,

−→
SD = ~d− ~s i

−→
SC =

−→
AC −

−→
AS = ~b+ ~d− ~s. Odatle:

SB2 =
−→
SB ·

−→
SB = (~b− ~s) · (~b− ~s) = ~b ·~b− 2~b · ~s+ ~s · ~s = 2a2 − 2~b · ~s;

SD2 =
−→
SD ·

−→
SD = (~d− ~s) · (~d− ~s) = ~d · ~d− 2~d · ~s+ ~s · ~s = 2a2 − 2~d · ~s;

SC2 =
−→
SC ·

−→
SC = (~b+ ~d− ~s) · (~b+ ~d− ~s) = 3a2 + 2~b · ~d− 2~b · ~s− 2~d · ~s = 4a2 − 2~b · ~s− 2~d · ~s.
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Dakle, kako desne strane prve dve jednakosti u zbiru
daju desnu stranu tre�e, to va�i i za leve strane, qime
je tvr�eǌe dokazano.

Tre�e rexeǌe. Neka je S0 podno�je normale iz temena
S na ravan ABCD. Tada imamo SB2 = SS2

0 + S0B
2, SC2 =

SS2
0 +S0C

2 i SD2 = SS2
0 +S0D

2, pa se jednakost koju treba
dokazati svodi na SS2

0 + S0B
2 + SS2

0 + S0D
2 = SS2

0 + S0C
2,

tj.
SS2

0 + S0B
2 + S0D

2 = S0C
2.

Neka je a du�ina stranice romba ABCD (a tada imamo i SA = a). Tako�e, neka su X i Y podno�ja normala iz
taqke S0 na prave AB i CD, redom. Radi�emo sluqaj kada se S0 nalazi izme�u taqaka X i Y (u suprotnom se radi



sliqno). Neka je D′ podno�je visine iz D u jednakostraniqnom 4ABD. Primetimo, AX +CY = AD′+D′X +CY =
AD′ +DY + CY = a

2 + a = 3a
2 . Sada mo�emo raqunati:

SS2
0 + S0B

2 + S0D
2 = (SA2 −AS2

0) + (S0X
2 +XB2) + (S0Y

2 + Y D2)

= a2 − (AS2
0 − S0X

2) + (a−XA)2 + S0Y
2 + (a− Y C)2

= a2 −AX2 + a2 − 2aXA+XA2 + S0Y
2 + a2 − 2aY C + Y C2

= 3a2 − 2a(XA+ Y C) + (S0Y
2 + Y C2) = 3a2 − a · 3a+ S0C

2 = S0C
2,

xto je i trebalo dokazati.

5. Izraze pod korenovima mo�emo zapisati kao x(x+ 3) + 1 i y(y − 1) + 3. Odatle, za ma kakve cele brojeve x i
y, ovi izrazi su neparni (jer su proizvodi x(x+ 3) i y(y − 1) parni, budu�i da im je uvek jedan qinilac paran a
drugi neparan).

Oznaqimo x2 +3x+1 = a i y2− y+3 = b. Imamo
√
a+
√
b = 2017, tj.

√
a = 2017−

√
b. Kvadriraǌem ove jednakosti

dobijamo a = 20172− 4034
√
b+ b, tj.

√
b = 20172+b−a

4034 . Odavde vidimo da je
√
b racionalan broj, a poxto je b ceo broj,

iz ova dva zakǉuqka sledi da je i
√
b ceo broj. Na isti naqin dokazujemo i da je

√
a ceo broj. Me�utim, kako su

a i b neparni brojevi, to su i
√
a i
√
b neparni brojevi, ali u tom sluqaju je

√
a+
√
b paran broj, pa ovaj zbir ne

mo�e biti jednak 2017, kontradikcija. Dakle, polazna jednaqina nema celobrojna rexeǌa.

Qetvrti razred – B kategorija
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1. Prva nejednaqina se svodi na x2−4x+4+y2−4y 6 0, tj. (x−2)2+(y−2)2 6 4 = 22.
Skup taqaka koje ovo ispuǌavaju predstavǉaju krug s centrom u (2, 2) i polupreq-
nika 2. Druga nejednaqina se svodi na y 6

È
(x− 2)2 = |x − 2|; dakle, posmatrana

figura predstavǉa deo maloqas opisanog kruga koji se nalazi ispod grafika
funkcije y = |x − 2|, tj. sastoji se od dva kru�na odseqka (videti sliku). Ako
obele�imo taqke A(0, 2), B(2, 0) i C(4, 2), sada lako vidimo da se tra�ena povrxina
mo�e izraqunati oduzimaju�i od polovine povrxine kruga povrxinu jednakokrako-
-pravouglog 4ABC (qija je kateta jednaka 2

√
2), tj. iznosi π·22

2 −
(2
√

2)2

2 = 2π − 4.

2. Imamo 24a+2b+2018c ≡ 2b+2c ≡ (−1)b+(−1)c (mod 3) i 10c+3a+2018b ≡ 1c+2b ≡
1 + (−1)b (mod 3). Dakle, drugi broj je deǉiv sa 3 ako i samo ako je b proizvoǉan
paran broj. Sada, koriste�i da je b paran broj, vidimo da je prvi broj deǉiv sa 3
ako i samo ako je c neparan broj. Dakle, tra�eni uslov ispuǌavaju sve trojke (a, b, c)
gde je a proizvoǉan prirodan broj ne ve�i od 2018, b proizvoǉan paran broj ne ve�i
od 2018, i c proizvoǉan neparan broj ne ve�i od 2018. Prema tome, takvih trojki ima 2018 · 1009 · 1009 = 2 · 10093.

Ok 2018 4B 3

3. Prvo rexeǌe. Tra�ena jednakost se mo�e transformisati u MB ·MC = (AB −
AM)(AB +AM), tj. MB

AB−AM = AB+AM
MC . Oznaqimo sa K taqku na stranici AB takvu da

va�i AK = AM , a sa L taqku na produ�etku stranice AC preko taqke A takvu da va�i
AL = AM . Tada se �eǉena jednakost svodi na MB

BK = CL
MC . Dakle, dovoǉno je dokazati

sliqnost 4MBK ∼ 4LCM .
Oznaqimo ]BAM = ϕ. Tada imamo ]MAC = 60◦ − ϕ. Kako je 4ALM jednakokrak a

ǌegov spoǉaxǌi ugao kod temena A iznosi 60◦−ϕ, sledi ]AML = ]ALM = 30◦− ϕ
2 . U

4MLC imamo jox ]LCM = 60◦, pa nalazimo i tre�i ugao: ]LMC = 180◦ − (30◦ − ϕ
2 )−

60◦ = 90◦ + ϕ
2 . Kako je 4AKM jednakokrak i ugao naspram osnovice iznosi ϕ, sledi

]AKM = ]AMK = 90◦ − ϕ
2 , odakle direktno dobijamo ]BKM = 90◦ + ϕ

2 . Dakle, kako
za 4MBK i 4LCM va�i ]LMC = 90◦ + ϕ

2 = ]BKM i ]LCM = 60◦ = ]MBK, sledi
4MBK ∼ 4LCM , xto je i trebalo dokazati.

Drugo rexeǌe. Oznaqimo a = AB = AC = BC. Primenom kosinusne teoreme na
4ABM dobijamo: AM2 = a2 +BM2− 2a ·BM cos 60◦ = a2 +BM2− a ·BM . Odatle imamo
a2 −AM2 = a ·BM −BM2 = BM · (a−BM) = MB ·MC, xto je i trebalo dokazati.

4. a) Odgovor: nije mogu�e.
Svi mogu�i zbirovi koji se mogu pojaviti u vrstama i kolonama su slede�i: −3,−2,−1, 0, 1, 2, 3. Kako se, po

uslovu zadatka, mora javiti xest razliqitih zbirova, to se taqno jedan od ovih 7 brojeva ne�e pojaviti kao zbir
(a svi ostali �e se pojaviti taqno po jednom). Primetimo, daǉe, da raqunaju�i sumu svih tih xest zbirova koji



se pojavǉuju, zapravo svaki broj u tablici raqunamo po dva puta (jednom u ǌegovoj vrsti, drugi put u ǌegovoj
koloni), pa ta ukupna suma mora biti paran broj. Kako na gorǌoj listi mogu�ih zbirova imamo 4 neparna i 3
parna broja, da bi suma nekih 6 od tih 7 brojeva bila parna, sledi da broj koji se ne pojavǉuje mora biti paran.

Dakle, zbir neke vrste ili kolone mora biti jednak 3, i zbir neke vrste ili kolone mora biti jednak −3. Bez
umaǌeǌa opxtosti, neka je zbir brojeva u prvoj vrsti jednak 3, tj. u prvoj vrsti su sve jedinice. Sada, oqigledno,
ni u jednoj koloni ne mo�emo imati zbir −3, pa se zbir −3 mora pojaviti u nekoj vrsti; neka je to, bez umaǌeǌa
opxtosti, druga vrsta, tj. u drugoj vrsti su svi brojevi jednaki −1. Dakle, u svakoj koloni zasad imamo zbir 0,
pa da bi (nakon upisivaǌa brojeva u tre�oj vrsti) sva ova tri zbira bila razliqita, u tre�oj vrsti moraju biti
razliqiti brojevi, tj. brojevi 1, 0 i −1 (svaki po jednom). Me�utim, tada zbir brojeva u tre�oj vrsti iznosi 0,
a tako�e u jednoj koloni imamo zbir 1 + (−1) + 0 = 0, kontradikcija.

1 1 1 1
1 1 1 −1
1 0 −1 −1
0 −1 −1 −1

Ok 2018 4B 4

b) Odgovor: mogu�e je. Prikazujemo jedno takvo popuǌavaǌe tablice.

5. Rexeǌa posmatrane jednaqine su nule polinoma f(x) = x3 − 3x − a. Kako je ovaj poli-
nom tre�eg stepena, on ima najvixe 3 realne nule. S obzirom na limx→−∞ f(x) = −∞ i
limx→∞ f(x) = ∞, a kako je polinom neprekidna funkcija, sledi da f(x) mora imati bar
jednu nulu. Izvod ove funkcije je f ′(x) = 3x2 − 3 = 3(x − 1)(x + 1), pa kako izvod ima nule u
taqkama x = −1 i x = 1, negativan je na intervalu (−1, 1), a pozitivan inaqe, zakǉuqujemo
da f(x) raste na intervalima (−∞,−1) i (1,∞), opada na (−1, 1), ima lokalni maksimum za x = −1, a lokalni
minimum za x = 1. Na svakom od intervala (−∞,−1), (−1, 1) i (1,∞) polinom f(x) mo�e imati najvixe po jednu
nulu, zbog monotonosti na tim intervalima. Polinom �e imati ukupno tri razliqite realne nule ako i samo ako
va�i f(−1) > 0 i f(1) < 0 tj. 2 − a > 0 i −2 − a < 0, ima�e dve razliqite realne nule (od toga jednu dvostruku)
ako i samo ako va�i f(−1) = 0 ili f(1) = 0, a inaqe (tj. ako i samo ako su vrednosti f(−1) i f(1) razliqite od 0
i me�usobno istog znaka) samo jednu realnu nulu.

Dakle, posmatrana jednaqina ima tri razliqita realna rexeǌa za a ∈ (−2, 2), dva razliqita realna rexeǌa
za a ∈ {−2, 2}, a samo jedno realno rexeǌe za a ∈ (−∞,−2) ∪ (2,∞).


